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صح! ب‌حمصزمظ ب‌تمصزمظ گم راتممتتصتا رنامصمطاماط که تصمصص) جهمم‌1 
620.26۳ صه[ 


(ممطعو طعنط صا ماممعصم هت همه ماممتاممص م8 رمرم فنص ءامعهاوهاآ خر 
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صتاصنطه آمعنمتی حفطه معمجمصص ما فتصملتاای عم وتقوومم‌مه مق فعمطنيم مه 
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مقاله علمی-ترویچی 


به سوی علوم ریاضی 


۵ ۹۰0۵۲ // :5ص 


نقد و بررسی مفاهیم آنالیزی کتاب‌های ریاضی دوره متوسطه 


۳ 
محسن کیان 
۲ گروه ریاضی. دانشگاه بجنورد 


1612101601010 .26۳ 


چکیده. در این مقاله» به نقد و بررسی مفاهیم آناليزي در كتاب‌هاي ریاضی دوره متوسطه براي رشته ریاضی و 
فیزیک پرداخته شده است. ضمن بررسی این مفاهیم که هم اکنون در كتاب‌هاي ریاضی دوره متوسطه تدریس 
می‌شوند» سعی می‌کنيم پاره‌ای از نقاط ضعف و قوت آنها را بیان نمايیم. به‌ویژه تلاش می‌کنیم محتواي جدید 
آنالیز ریاضی, که به زعم پژوهشگران براي دانش‌آموزان رشته ریاضی براي ورود به رشته‌هاي متنوع دانشگاهی 
و نیز گسترش تفکر انتقادي آنها لازم است براي این کتاب‌ها پيشنهاد دهیم. 


۱ پیش‌گفتار 


كتاب‌هاي درسی رشته ریاضی دوره متوسطه در طی سالیان گذشته. قبل و بعد از انقلاب ۱۳۵۷ بارها مورد 
بازبینی و اصلاح قرار گرفته‌اند و همواره مدرسین و متخصصین حوزه آموزش ریاضی نکات و پيامدهاي مثبت 
و منفی این تغییرات را بیان نموده‌اند. پيامدهاي ناشی از تغییر مواد درسی ریاضی در دوره متوسطه به طور 
مستقیم بر علاقه دانش آموزان به اين رشته و همچنین توان علمی آنان در دوره‌هاي دانشگاهی تاثیری غیرقابل 
انکار دارند. 

نظام‌های آموزشی نیز طی سالیان گذشته دستخوش تغییر و تحول شده‌اند. نظام آموزش مدارس قبل از سال 


۶ به دو دوره ۶ سال ابتدایی و ۶ سال متوسطه تقسیم شده بود. پس از آن نظام آموزشی تبدیل به نظامی 
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۳۲ 


مفاهیم آنالیزی کتاب‌های ریاضی متوسطه ۳۳ 


موسوم به ۴-۳-۵ گردید» یعنی ۵ سال ابتدایی. سه سال راهنمایی و چهار سال متوسطه. این سیستم آموزشی 
تا شال ,۱۳۷۶ هر مدارس کشوه خر | مق تا عایی که تصمیی تس خا کزدن سا ا خرس سطه یه یراج 
دوره پیش‌دانشگاهی گرفته شد. از اين رو از سال ۱۳۷۰ به بعد. نظام آموزشی موسوم به ۱-۲-۲-۵ اجرایی 
خت ی هلان تسا انم وس سال تاه و کال ما دا ای عرساهاع 
اول بکارگیری اين نظام آموزشی ورود به دوره پیش دانشگاهی مستلزم گذراندن امتحان ورودی بود اما پس 
ازستتی این افحان ورودن پردافه قی در آخرون فتییراتتظان آموزنی درسال تخضیلن ۱۳۸۲ آزستت 
ی ان مس موش ای ای اه و ندال راما 
۳ سال دوره متوسطه اول و ۳ سال دوره متوسطه دوم تقسیم بندی شد. برای یافتن توصیف و تحلیل بیشتر 
نظام‌های مختلف اموزشی کشور به [ :۰۱ ۱۳] مراجعه نمایید. 

در سال‌های اخی افت سطح علمی دانشجویان نو ورود به طور کلی در همه رشته‌های دانشگاهی و به طور 
خاص در رشته ریاضی کاملا مشهود است ([۱۱] را ببینید). ضعف دانشجویان در مفاهیم پایه‌ای ریاضیات 
که دحوم ره آ میت تالیش لاس واه تا رید کاواس راشای رها ی 
مهندسی و علوم پایه هستند. تبدیل به مشکلی جدی برای مدرسین و دانشجویان شده است. در برخی موارد 
عدم تناسب مفاد آموزشی در دوره متوسطه با دوره کارشناسی نیز به چشم می‌خورد که با تغییر و بازنگری کتاب 
های دوره متوسطه. گاه به مشکل جدی‌تری تبدیل می‌شود. 

در این طرح؛ به بررسی مفاهیم آنالیزی در کتاب‌های ریاضی دوره متوسطه رشته ریاضی و فیزیک پرداخته 
شده است و نقاط ضعف و قوت این مفاهیم با ذکر دلایل مشخص توصیف شدهاند. 

برای بررسی این مفاهیم. چندین کتاب مورد بررسی و مقایسه قرار گرفته‌اند. در این بررسی» برای پرهیز از 
بکار بردن واژه‌های "نظام قدیم" یا "نظام جدید" برای ارجاع به هر کتاب از سال چاپ ان استفاده خواهیم 
کرد. در مورد کتاب‌های مورد بررسی» یعنی کتاب "حسابان یک- پایه سوم متوسطه رشته ریاضی و فیزیک* 
که در فصل ۳ مورد بررسی قرارگرفته است و کتاب "حسابان دو- پایه چهارم متوسطه رشته ریاضی و فیزیک*" 
که در فصل ۴ مورد بررسی قرار گرفته است؛ صرفاً واژه کتاب را مورد استفاده قرار خواهیم داد: 


کتاب حسابان یک- پایه سوم دوره دوم متوسطه رشته ریاضی و فیزیک 
کتاب حسابان دو- پایه چهارم دوره دوم متوسطه رشته ریاضی و فیزیک 
کتاب ریاضی ۲- پایه یازدهم دوره دوم متوسطه رشته علوم تجربی 
کتاب ریاضی ۳- پایه دوازدهم دوره دوم متوسطه رشته علوم تجربی 
کتاب حسابان- سال سوم متوسطه رشته ریاضی و فیزیک چاپ ۱۳۹۲ 
کتاب حساب دیفرانسیل و انتگرال دوره پیش دانشگاهی رشته ریاضی و فیزیک چاپ ۱۳۹۴ 


از 


مادم 
حساب دیفرانسیل و انتگرال 9 
سال سوم آموزش متوسطه 
دورة پیش‌دانشگاهی میرن جر 
رنتهُ علوم ریاضی 


به علاو» در اين بررسی از محتوای کتاب‌های "حساب و جبر" سال سوم دوره متوسطه و "جبر و آنالیز* 
سال چهارم دوره متوسطه که چاپ قبل از انقلاب هستند و در ادامه انها را کتاب‌های سال‌های دور خطاب 
کیت ای و هیر کرد 

همچنین, کتاب "جبر و آنالیز" سال چهارم دوره متوسطه چاپ سال ۱۳۶۰ نیز در اين مطالعه استفاده شده 
است: 

تاکید می‌کنیم که مفاهیم آنالیزی به طور کلی شامل موضوعات حد. پیوستگی, مشتق و انتگرال است که هر 
کدام از این موضوعات شامل زیربخش‌های زیادی هستند. اين مفاهیم به طور مشخص در دو کتاب حسابان 
یک پایه یازدهم و حسابان دو پایه دوازدهم دوره دوم متوسطه گنجانده شده‌اند. در بررسی ان دو کتاب سعی 
کرد‌ايم نگاه انتقادی داشته و برای اصلاح موارد پیشنهادهایی ارائه دهیم. با اين وجود محتوای بسیاری از 
دروس به خوبی تهیه و گنجانده شده است و در این طرح این نقاط مثبت نیز بررسی شدهاند. 
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به طور کلی این بررسی به سه شیوه انجام اه اس اول: نکات مثبت و محتوای فا شده در 
کتاب, دوم: نقد موارد نامناسب و پيشنهاد برای اصلاح و یا حذف آنها و سوم: پیشنهاد گنجاندن محتوای 


آموزشی جدید. 
۲ کتاب حسابان یک پایه یازدهم 


در کتاب مورد بررسی» همانند سایر کتاب‌های ویرایش جدید در رشته ریاضی و فیزیک تقریبا تمامی گزاره‌ها 
و روابط بدون برهان آورده شده‌اند. گرچه حذف برخی از برهان‌های طولانی» که در کتاب‌های چاپ ادوار گذشته 
گنجانده شده بو به روان شدن سیر آموزش محتوا کمک کرده است. اما در برخی از موارد که برهان‌ها جنبه 
ساختاری داشته و به دانش آموز در فهم بیشتر گزاره‌ها کمک می‌کرده است نیز از این کتاب‌ها حذف شده‌اند. 
شاید بتوان گفت که برجسته‌ترین نقطه قوت کتاب‌های ویرایش حاضر تفکیک و دسته بندی مناسب محتوا 
می‌باشد. 


۳۶ م کیان 

۲ حد در شروع آموزش مفهوم حد» در کتاب دوره حدید» توضیحات و مثال‌های مناسبی آورده له | تاه 
در فعالیت صفحه ۱۱۴ کتاب (شکل ۰/۱ مثال مناسبی آورده شده است که می‌تواند به دانش‌آموز در فهم درک 
مفهوم حد کمک کند. 


شکل ۱: فعالیت صفحه ۱۱۴ کتاب حسابان ۱ 
ات 


در شکل زیر شعاع دایره‌ها, برابر ۱ واحد است. 


با فزایش اضلاع جندضاعی های محاط در دایره: مساحت چند ضلعی به مساحت جه شکلی نزدیک می‌شود؟ 

مساحت دایره‌ای به شعاع ۱ حقدر است؟ 

اگر مقدار تقریبی عدد 2 تا ۵ رقم اعشار را برابر 72۳/۱۴۱۵۹ در نظر بگيريم و مساحت «#ضلعی منتظم واقع در درون دایره 
را با ,۸ نشان دهیم, جدول زیر مقادیر ,۸۸ را به ازای برخی 1[ >:7 نشان می‌دهد : 


1 ۷1 ۴۲ ۵ ۲ ۷ ۸ ۹ ۱۰ ۲.۰ ۳.۰ ۳۰۰ ۰ ۱۰.۰ 


 ۲/۳۷۷۶۴ ۱۸۵۹۸۰۷ ۲۸۷۲۶۰۸ ۲/۸۲۸۴۲ ۲/۸۹۲۵۴ ۲/۸۳۸۹ ۲۸۴۱۰۷ ۳/۸۴۱۳۶ ۳۸۳۱۴۶ ۳۸۴۱۵۰ ۷‏ ۲ ۱/۹۱۰۲ هه 


با توجه به این جدول. هرجه تعداد اضلاع حندضلعی‌های داخل دایره زیاد می‌شود. جملات دنباله, ۸ (مساحت 7 ضلعی درون 


دایره) به عدد... که برابر مساحت دایره است نزدیک می‌شوند. 


مساحت جندضلعی‌های منتظم درون دایره (محاطی) را به هراندازه که بخواهیم, می‌توانیم به مساحت دایره نزدیک کنیم؛ به شرط 
آنکه تعداد اضلاع را به اندازه کافی زیاد کنیم. 


مثال صفحه ۱۱۶ (شکل ۲) اولین مثالی است که دانش‌آموز با حد یک تابع مواجه می‌شود. در این مثال 
سعی شده است حد تابع در یک نقطه با محاسبه مقادیر تابع در نقاط نزدیک آن به دانش‌آموز نشان داده شود. 
گرچه هنوز مفاهیم حد چپ و حد راست بیان نشده است. اما در جدول محاسبه مقادیر تأبع به‌طور غیرمستقیم 
اشاره می‌شود که برای نزدیک شدن به نقطه مورد نظر می‌توان با مقادیر کمتر یا با مقادیر بیشتر از آن نقطه به 


آن نزدیک شد: 
شکل ۲: مثال صفحه ۱۱۶ کتاب حسابان ۱ 


2 از راست به عدد ۲ نزدیک می‌شود از حپ به عدد ۲ نزدیک می‌شود 


۱ تا فا ها و تا ی ۱ ۵ ۱ 


۵ مر ۵ هرد ره چا 0 فا ۱ ۱۳۵ ۱ 


(2)/ به عدد ۴ نزدیک می‌شود (7)2 به عدد ۴ نزدیک می‌شود 
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در تعریف حد یک تابع در نقطه‌ای مانند » که در صفحه ۱۱٩‏ آورده شده است (شکل ۰)۳ از عبارت "به 


حز احتمالا در خود ۵" استفاده شده است. 


مفاهیم آنالیزی کتاب‌های ریاضی متوسطه ۳۷ 
شک ۲: تعریف حد یک تابع صفحه ۱۱۹ 


تعریف حد یک تابع 

فرض کنیم تابع [ د یک هیسایگ عدد ه اه جر اعتماد در خود ها عرف نله اند می‌گوييم «حد تابع ] وقتی 
7 به ۵ نزدیک می‌شود برابر عدد حقیقی را است» هرگاه مقادیر تابع ‏ را به هر اندازة دلخواه بتوان به .1 نزدیک کرد 
به‌شرط انکه متغیر * (پا مقادیر مخالف » از دوطرف) به قدر کافی به 4 نزدیک شود. 


در این صورت می‌نویسیم : ۱ 
عدد ر] را حد تابع ۶ در » می‌نامیم. 


همان‌گونه که در توضیحات کار در کلاس صفحه ۱۱۸ آورده شده است. پيشنهاد می‌شود دبیر در توضیح 
عبارت فوق بار دیگر تاکید نماید که برای تعریف حد یک تابع در نقطه‌ای مانند 0 نیاز است که تابع در یک 
همسایگی محذوف ‏ تعریف شده باشد. به بیان دیگ دانش موز باید درک کند که منظور از اصطلاح "به جز 
اختمالا بترم این ایتک بای وعرو سو‌نانم منک تفه را وم میک نتفای مرن و شوت 
شده باشد و یا نباشد. این مطلب به طور مناسبی در مثال صفحه ۱۲۰ (شکل ۴) اورده شده است: 


شکل ۴: مثال صفحه ۱۲۰ 


مثال : آیا تابع -۰/۲-(2)] در نقطه 7-۲ حد دارد؟ حرا؟ 


مه حل : می‌دانيم دامنه تابع به صورت [۲,هه) ‏ ([ می‌باشد . 
جون تابع / در هیچ همسایگی محذوف آ تعریف نشده است (مقادیر 


بیشتر از ۲ در دامنه تابع نیست) بنابراین تابع ] در نقطه 7-۲ حد 


ندارد. 


در این مثال به روشنی بیان می‌شود که چون تابع در هیچ همسایگی محذوفی از نقطه ۲ تعریف شده نیست. 
بسن هد تأبع در نقطه ۲ وجود ندارد. 

به نظر می‌رسد پس از اوردن مثال‌هایی که در انها دانش اموز به کمک نمودار و یا جدول مقادیر به محاسبه 
حد توابع می‌پردازد بهتر است مثال یا مثال‌هایی آورده شود که در آنها حد تابع در نقطه داده شده وجود ندارد. 
قطور مشطص: متا صفحه ۱۲۶ قتها مقال از این دست ور این فص ش‌باشته با این خان قر ای فقال 
شرایط تعریف حد وجود ندارد. 

در کتاب حسابان سال ۰۱۳۹۲ این موضوع با آوردن یک مثال به روشنی توضیح داده شده است. 

پیشنهاد می‌شود مثالی از یک تابع آورده شود که شرایط تعریف حد وجود داشته ولی تابع در آن نقطه دارای 
حد نباشد. تاکید می‌کنیم که می‌توان همانند همه مثال‌های اين فصل. از نمودار و یا جدول مقادیر برای اینکار 
استفاده کرد. یک مثال پیشنهادی به‌صورت زیر است: 


۳/۸ 


0 ۱ 


م. کیان 


شکل ۵: فعالیت ۲ صفحه ۱۳۶ کتاب حسابان سال دوم متوسطه دوره قدیم 


۲-آیا مقدارهای ‏ وقتی دبه صفر نزدیک می‌شود. به عدد خاصی نزدیک می‌شوند؟ جواب خود را از طریق 


نمودار تابع ۳ که در زیر آمده است توضیح دهید. 


۳ 
تا ۱( ز 


فعالیت بالا نشان می‌دهد این طور نیست که هر تایعی در هر نقله‌ای حتماً حد داشته باشد. توابعی هستندکه مقدارهای 


ارفا با فیک هن (در دامنه تابع ) به عددی مانند به هیچ عددی نزدیک نمی‌شوند. گوییم این‌گونه توابع در آن نقطه حد 


ندارند. 


مثال. تابع 2 «ه <- ()] در نقطه صفر تعریف نشده است. ولی در هر نقطه حقیقی دیگر تعریف شده است. 


بنابراین شرایط تعریف حد این تابع در نقطه صفر وجود دارد. 


شکل ۶: نمودار تابع 7 طذه < (2) 


« < 510)7/( 


۸ 


سم الب 


حد ندارد. زیر هنگامی که مقادیر 7 به عدد صفر نزدیک می‌شود» مقادیر تابع به هیچ عدد مشخصی نزدیک 


نمی‌شود. به بیان دقیق‌تر» مقادیر تابع بین ۱- و۱ در حال نوسان ات تاه 


)(1 
- 000959 


)(01 
)(.39946 


جدول 2 جدول مقادیر تابع در سمت راست نقطه صفر 


)(01 
- 2 


0) 
- 0.995 


001 
4 


0.0 
)۳( 3-9930 


01 
)(012 


0 
)(.1094 


1و 


مفاهیم آنالیزی کتاب‌های ریاضی متوسطه ۳۹ 


حجدول حجدول مقادیر تابع در سمت چپ نقطه صفر 


2-001 ۱ 0.0001- | 0.001- | 20.005 | 20.01 | 0.09- اب 0.0- 7 
595 ۱ 0.9946- ۱ 0.9892 ۱ 0.9995 | 0.7174 ۱ 0.8890- | 0.5212 | 0.1094- | < 810 


ی 
فد تانب انب و خی سا سوم آموزش متوسطه سال‌های دون بعد از معرفی حد تابع و چند مثال, به 
بیان حد تابع بر اساس 2 و 8 پرداخته شده است و مثالی از بررسی حد تابع به کمک این تعریف بیان شده 


0 


شکل ۷: استفاده از ۵ و 2 در کتاب حساب و چبر سال‌های دور 


۴۰ م کیان 


واه شله استت فعالیت یهد از آن تشیه درک بیش خل عب و رافت وان آموز کسک مش کت 
شکل 2۸ فعالیت صفخه ۱۲۳ 


< () به صورت روبه‌رو 


الف) اگر متغیر 7 با مقادیر بزرگ تر از ۲ به ۲ نزدیک شود آن‌گاه 


مقادیر (2)/ به عدد.. .نزدیک می‌شوند. 

ب) اگر ‏ با مقادیر کوجک‌تر از ۲ به ۲ نزدیک شود آن‌گاه 
مقادیر (2)] به عدد. .. نزدیک می‌شوند. 

پ) آیا تابع ]در نقطة ۲< 7 حد دارد؟ 


به علاوه کار در کلاس شماره ۲ صفحه ۱۲۵ (شکل )٩‏ و تمرین ۳ صفحه ۱۲۸ به دانش آموز کمک می‌کند 
۳ نقش همسایگی‌های راست و چپ را در وجود حدهای راست و چپ به روشنی درک کند و بتواند با استفاده 
از آنها به بررسی وجود حد در یک نقطه بپردازد. پیشنهاد می‌شود دبیر در کلاس به روشنی برای دانش آموز بیان 
کند که همانگونه که برای وجود حد تابع در یک نقطه. ابتدا لازم است تابع در یک همسایگی محذوف آن نقطه 
تعریف شده باشد. برای وجود حد راست ابتدا لازم است تابع فیک همسایگ زاشت ان کقطه تیرش: شاه 
پاش 

از آنجایی که کار در کلاس شماره ۲ صفحه ۱۲۵ اولین قدم دانش آموز برای یافتن حدهای یکطرفه است» 


تتشتاه شوه فیین ترا هر کدام از موارد چندین نمونه را برای دانش آموزان بیان کند: 


شکل :٩‏ کار در کلاس شماره ۲ صفحه ۱۲۵ 


نموداری از ب تابع رسم سید ده ؛ 
الف) در یک همسایگی محذوف ۲ تعریف شده باشد و در اين نقطه حد داشته 
باشد . 


ب در یک همسایگی محذوف ۲ تعریف شده باشد ولی در اين نقطه حد 


نداشته باشد. 
پ) در یک همسایگی ۲ تعریف شده باشد و در اين نقطه حد نداشته باشد. 
ت) در یک همسایگی ۲ تعریف شده باشد و در این نقطه حد داشته باشد ولی 
حد آن با مقدار تابع در نقطه ۰۲ یکسان نباشد. 


در فعالیت صفحه ۱۲۶ (شکل ۱۰) به کمک تابع جز صحیح توضیح داده شده است که اگر دو تابع در یک 
همسایگی راست (چپ) یک نقطه با هم برابر باشند» آنگاه حد راست (چپ) آنها نیز با هم برابر خواهد بود. 
در اینجا یکی از توابع ثابت در نظر گرفته شده است. 


مفاهیم آنالیزی کتاب‌های ریاضی متوسطه ۴۱ 


شکل ۱۰: فعالیت صفحه ۱۲۶ 


در فعالیت قبل مشاهده کردیم که در بازة (۱,۲) که یک همسایگی راست ۱ می‌باشد نمودار تابع [7]-(2)/ بر نمودار تابع ثابت 


۱-()۸ منطبق است و داریم ا<(م)و سنا <|و| ط . 
"اجه "اجه 
داریم 2۰( صناً < [] صنا . 
اجب اجره 
اگر دوتابع و و در یک همسایگی راست نقطه‌ای مانند » با هم برابر باشند و حد راست یکی از آنها در » وجود داشته 
بائسد آن گاه حد راست تابع دیگر نیز در » وجود دارد و مقدار این دو حد با هم برابرند» یعنی : 


اگر ۲( صنا آن‌گاه با (م)۶ صنا (م)و صنا . 


جر ۷0 1 0ب 2 


برای اینکه دانش آموز موضوع را کلی‌تر درک کند. می‌توان از دو تابع استفاده کرد که ثابت نباشند. به عنوان 
مثال. می توان دو تابع [نه] - ۵ < (ت)۶ و || > ()9 را در همسایگی راست صفر در نظر گرفت. 


همان‌گونه که در بخش قبل توضیح داده شد. دانش آموز تا اینجا با مثالی برخورد نکرده است که مقدار تابع 
به بینهایت میل کند. از این رو به نظر می‌رسد تمرین شماره ۵ صفحه ۱۲۹ (شکل ۱۱) تمرین مناسبی برای 


این بخش نباشد. 
شکل ۱۱: تمرین شماره ۵ صفحه ۱۲۹ 


17 


با توجه به دامن اع. در مورد حد راست تابع سح - ()/ در نقطه ۲-» چه می‌توان گفت؟ 


وان 


۲ خفضایای حد برای بیان قضایای حد توابع» ابتدا ضروری است حد تابع ثابت و حد تابع همانی معرفی 
شوند. گرچه دانش آموز در بخش قبلی با مثال‌هایی شامل حد این دو تابع روبرو شده است (مانند فعالیت 
صفحه ۱۲۶ که در خلال آن حد تابع ثابت محاسبه شده است)» فعالیت صفحه ۱۳۰ با آوردن یک مثال سعی 
می‌کند این حدود را در حالت کلی بیان کند. با توجه به اینکه همانند سایر مطالب این کتاب. قضایای حد توابع 
بدون برهان آورده شده‌اند» باید به دانش آموز کمک کرد تا بتواند به نوعی درستی این قضایا را استدلال کند. 
مفال آورده شده در فعالیت صفحه ۱۳۵ (شکل ۱۲) به خویتی به دانض آموز گوشزدمی‌کند که نرای انستفادة 
از قضایای حد مانند حد مجموع. ابتدا باید وجود حد هر یک از توابع را بررسی کرد. 
نقطه موجود باشد. اما یکی از توابع هر ان له خن قذا فه بافته 


بر شالت 


۹ > ۵ ۴ > ۲- ۳ 3 
دو تابع نت با-۰1 بو |( را در ظربگرد. 
لف) ضابطه تابع وج را بیید. 


ب) نمودار توابع .9 و و+را رسم کنید. 


1 
پ) آیا حد دو تابع ۶ و و در 7-۲ وجود دارد؟ ۲ 
ت) آیا حد تابع و+ در 7-۲ وجود دارد؟ ۲ 
‌ ۳ 

ث) ایا می‌توان از قضیه حد مجموع برای محاسبه حد 
4 
و+ در 7-۲ استفاده کرد؟ حرا؟ ۱ 

7 حم 
۴ ۳ ۲ 7 ۱ ۲ ۳ ۴ 


برای استفاده از قضیه حد مجموع, حد تفاضل و ...۰ ابتدا باید توجه کنیم که حد توابع و و در نقطه 27-0 موجود 
باشند. 


شکل ۱۳: کار در کلاس صفحه ۱۳۶ 


کل کارد رکلاس [ 
فرض کنید توابع / و و در یک همسایگی محذوف نقطه » تعریف شده‌اند. 


تمرین ۶ صفحه ۱۴۰ (شکل ۱۴) نیز در همین تاش مطرح سَده تاه 


شکل ۱۴: تمرین ۶ صفحه ۱۴۰ 


اگر حد تابع [ در ه موجود باشد اما تابع » در 6 حد نداشته باد در مورد وجود حد تابع ۵+ در » جه می‌توان گفت؟ 


مفاهیم آنالیزی کتاب‌های ریاضی متوسطه ۴۳ 
ممکن است دو مطلب فوق دانش آموز را تشخیص رابطه بین حد دو تابع و حد به عنوان مثال مجموع 
(تفاضل. حاصلضرب و یا خارج قسمت) آنها دچار سردرگمی کند. پیشنهاد می‌گردد دبیر توضیح کافی در این 
خصوص ارائه دهد. به علاوه می‌توان در توضیح دو مطلب اخیر دو خط زير را به عنوان تذکر در کتاب گنجاند: 
برای اینکه حد مجموع (تفاضل» حاصلضرب و یا خارج قسمت) دو تابع در یک نقطه موجود باشد. لزومی 
ندارد هر کدام از آن توابع در آن نقطه دارای حد باشد. به عنوان مثال دو تابع فعالیت صفحه ۱۳۵ را ببینید. 
اما هرگاه بخواهیم از قضایای حد برای محاسبه حد مجموع. تفاضل. حاصلضرب و یا خارج قسمت دو تابع 
در یک نقطه استفاده کنیم ابتدا حتما باید بررسی کنیم که هر دو تابع در آن نقطه دارای حد باشند. 
تمرین ۸ صفحه ۱۳۰ می‌تواند به عنوان یک مثال خوب برای توضیحات بالا به عنوان یک فعالیت در کلاس 
مطرح شود. این تمرین کمک می‌کند دانش آموز به خوبی استفاده از قضایای حد را صرف نظر از چگونگی 
توابع تمرین کند. (شکل ۱۵) 


شعا ۱۵ تمرین ۸ صفحه ۱۰ 


((2)- (۲۵)۵) کر 


1 9)2( 


که 


(۳۰/0)2- حطز1 
۳ج 


(1/۸0)2 حص1 
۲ب رز 


محاسبه حد مس وب 11:1 به کمک قضایای حد ممکن نیست. زیرا تابع ()] در نقطه صفر حد ندارد. پا 


این وجود. اگر تابع مب را محاسبه کنیم داریم 


0 2 7 ِِ 5 (9)2 
0 > ۶ و (2) 1 


بنابراین با اينکه تابع ۶ در نقطه صفر حد ندارد. حد تابع مش در نقطه صفر برابر با صفر است. 


۲ حد توابع کسری» حالت 8 در ابتدای این بخش ذکر شده است. که در آنجا به محاسبه حد توابع کسری 
پرداخته شده است که حد صورت و مخرح در نقطه مورد نظر هر دو برابر صفر است و از قضیه حد خارج قسمت 
نمی‌توان استفاده کرد. 


داده شده فان تضتقی اس ؟ 


شکل ۱۶: مثال صفحه ۱۴۲ 


صزا را بیابید. 
اب رو 


موه مثال : مقدار تست 
5 


حل : حد صورت و مخرج کسر در اه برابر صفر می‌کود و ذر صمورت کسر غیارث گلگ ۳- ۸+ 27 وجود دارد 
در این گونه موارد صورت و مخرج کسر را در یک عبارت مناسب ضرب می‌کنیم تا این عبارت گنگ, به عبارتی گویا تبدیل شود 
در این مثال. صورت و مخرح کسر را در عبارت ۳ +۸ + ضرب می‌کنیم. 


ما ۳ 0 ]رز - سیک 1 
1 از 


1-0 ۳ 


[ سر 


اما آوردن عبارت "در این گونه موارد* در توضیحات حل این مثال دانش آموز را مجاب می‌کند که راه حل 
بیان شده در این مثال کلی بوده و هرگاه با حدی این‌چنین شامل عبارت گنگ مواجه شد. باید عبارت گنگ 
را با ضرب در یک عبارت. تبدیل به عبارتی گویا نماید. با این‌حال» مثال صفحه ۱۴۳۳ (شکل ۱۷) را ببینید: 
واضح است که دانش آموز با روش بیان شده نمی‌تواند حد را محاسبه نماید. همانگونه که دیده می شود. این 


شکل ۱۷: مثال صفحه ۱۴۳ 


حل : قرار می‌دهیم : ۱ [دتد ی« پس اگر: به صفر نزدیک شود؛ ۶ به ۱ نزدیک می‌شود و داریم 2-1-۱ و بنابراین 


۱ [زس! 
۲ (0+۱)ص) اد ۲-۱ جع 


نا 


حصر[ - 


حد در کتاب با استفاده از تغییر متغیر حل شده اس 


شاید برای حل حد توابع کسری در حالت ۰ بهترین توضیح کلی برای دانش آموز همانی باشد که در ابتدای 
بخش آورده شده است: "برای محاسبه حد تابع مد که در آن حد صورت و مخرج برابر صفر است. از قضایای 
حد نمی‌توانیم استفاده کنیم. فراعم محاسبه حد اینگونه توابع (در صورت وجود) با استفاده از اتحادهای حبری 
و اتحادهای مثلثاتی سعی می‌کنيم که صورت و مخرح کسر را ساده نماییم» تا جایی که دیگر حالت 6 دیگر رخ 
ترهد.»* 

به نظر می‌رسد چند نکته دیگر باید در این بخش گنجانده شود. ابتدا اینکه در مورد حدود چپ و راست در 
این حالت هیچ توضیح و يا مثالی آورده نشده است. در تمرین‌های این فصل در صفحه ۱۴۴ تنها یک مورد از 


مفاهیم آنالیزی کتاب‌های ریاضی متوسطه ۴۵ 


حدود یکطرفه آورده اس 
 27]2[ - 8‏ . 
تک سح 1 


2 - و 2۲جو 

در همین تمرین دانش آموز باید بداند که برای رفع حالت 8 و ساده کردن صورت و مخرح. ابتدا باید تابع جز 
صحیح را از معادلات خود به نحوی کنار بگذارد. بنابراین پيشنهاد می‌شود دبیر در مورد حد تابع جز صحیح در 
کلاس توضیحات کامل ارائه دهد. این توضیحات لزوما مربوط به این بخش نیست و حتی به نظر می‌رسد باید 
قفش از زان پانین مها را برش داد 

یکی از مهمترین انتقاداتی که می‌توان به کتابهای حسابان رشته ریاضی وارد کرد حذف بسیاری از مفاهیم 
اساسی از آنها است. باید دقت کرد که علی رغم حذف برخی از اين مطالب» دانش آموز مجبور است به نحوی 
آنها را فراگیرد. مثال بسیار واضح در این زمینه حد توابع گویا در حالت ابهام # است. کتاب حسابان پایه 
یازدهم در مورد تقسیم چندجمله‌ای بر عامل صفر شونده صحبتی نکرده است و حتی کتاب حسابان پایه دوازدهم 
نیز در این خصوص مطلبی نیاورده است. این موضوع تنها با چند مثال و نه به صورت کلی آمده است. مثالهای 
آمده در کتاب حسابان ۱ به نظر کافی نیست و در موضوع محاسبه حد توابع در حالت ابهام 8 می توان مثال 
های متنوعی از بکارگیری تجزیه» فاکتورگیری و انواع اتحادها بیان کرد. بر خلاف انتظار برخی از این 
مطالب در کتاب‌های رشته تجربی به شیوه‌ای بهتر بیان شده است. شکل ۱۸ از صفحه ۱۳۱ کتاب ریاضی 


پایه یازدهم نجربی اورده شده شیاه 


شکل ۱۸: صفحه ۱۳۱ کتاب ریاضی پایه یازدهم تجربی 


۳) 


بطور کی ار وم 


هستند, برای محاسبه حد (2)/ در نقطه‌ای مانند » کافی است که حد (:) را بر 
حد (0)2 در آن نقطه تقسیم کنیم؛ به شرط آنکه ۰ (0)0) دز[ 


- ()/ یک تابع گویا باشد که (2):0 و ()2) دو جندجمله‌ای 


ت ۳ که () 7 و (0) 00 دو جندجمله‌ای‌اند, داشته باشیم : 


۰-<(0) (-(۵) ۳ دیگر با قانون اخبر نمی‌توان حد را محاسبه کرد. در این حالت 
به روش زير عمل می‌کنیم : 


حون ۵(۰) (-(۵) ۲ بنابراین (2) ۲ و (2) 4 بر 2-0 بخش‌پدیرند. ایتدا 
عبارت ِ- 

(000 
امکان استفاده از قانون تقسیم حدها را بررسی می کنیم . 


اک را 


را با تقسیم (0) ۴ و ()2) بر 6-:» ساده می‌کنیم و سپس 


۳۶ م کیان 

نکته بسیار جالب توجه دیگر اينکه در پاورقی صفحه ۱۴۳۱ کتاب حسابان پایه یازدهم رشته ریاضی (شکل 
ار وه سک که یه کاب اد ام داز گشرهانی سره رم ارم کر که سوت و 
مخرج آنها چند جمله‌ای های از حداکثر درجه دو و یا عبارت رادیکالی به صورت 0 ۳- :۷/۵ باشند. 


شکل :۱٩‏ پاورقی صفحه ۱۴۱ 


۱ در این کتاب حد کسرهایی مورد بررسی قرار می‌گیرند که صورت و مخرح آنها جند جمله‌ای‌های حداکثر از درجه ۲ و عبارات رادیکالی ب‌صورت 


0+ باشند. همچنین, در عبارات شامل توابع مثلئانی. توان تابع سینوس و کسینوس حداکثر ۲ و کمان آنها ب‌صورت 0+ یا ]+۲ خواهند 


بود. 


در حالی که در کتاب ریاضی پایه یازدهم رشته تجربی. حد کسرها در حالت بسیار کلی‌تر و با تنوع 
بیشتر مانند کسرهای شامل چندجمله‌ای های درجه سوم وجود دارد. حتی در زمینه حد توابع مثلئاتی نیز 
کتاب ریاضی پایه یازدهم رشته تجربی بر خلاف انتظار شامل مثال‌های بسیار متنوع تری از کتاب‌های 
حسایان رشته ریاضی است؛ 

مطلب بعدی حذف قضیه فشردگی از کتاب است. در کتاب حسابان سال سوم چاپ ۱۳۹۲ این قضیه 


بیان شده بود ریا ۳۰ 


شکل ۲۰: قضیه فشردگی-صفحه ۱۳۲ کتاب حسابان سال سوم دوره متوسطه قدیم 


قضه : 


اگر تابعی مانند در یک همسایگی محدوف نقطه‌ای مانند » بین دو تابع ()و و (6 قرار گیرد؛ من 
200 > > (0, و ع و 1 در نقطه ‏ دارای حد یکسان .1 باشند نتیجه می‌شود 1 < () ۲۱ , 


071 زر 


8110 27 


با حذف این قضیه حد تابعی مانند ‏ در نقطه صفر برای دانش آموز رشته ریاضی تنها با کمک نمودار 
و جدول مقادیر بیان شده است. 

باید یادآوری کنیم که در کتاب "حساب و جبر"* سال سوم متوسطه سال های دور علاوه بر همه موارد ذکر 
شده بالاه بخشی با عنوان "چند حد مهم" وجود داشت که در آن حد توابعی مانند ‏ و 2( + 1) به تفصیل 


مفاهیم آنالیزی کتاب‌های ریاضی متوسطه ۴۷ 


مورد بررسی قرار گرفته‌اند (شکل ۰)۲۱ همچنین حدودی مانند ح در حالت‌های ابهام 1 و 2 معرفی شده 


و مثال‌هایی داده شده‌اند. 
برای یادآوری. حد تابع 2:(2 + 1) در کتاب مبانی آنالیز دوره کارشناسی رشته ریاضی به کمک سری‌ها برای 


دانشجویان بیان می شود. 


شکل ۲۱" معرفی حدود مهم در کتاب "حساب و جبر؟" سال ۳ متوسطه سال‌های دور 


۵- چند حد عم 


03 1 
شم | به رادیا + 5 
۱- اگر ۶ به رادیان بیان شود. ۳ وی ۰ » برابراست باه 


۰-1 ۳ ۰ ۰ 
ابات- تدا خودتان باتوجه به‌شکل » به‌ايّن پر-غها 


پاسخ بد هید » 


پوژ 


سم 
- چرا ۳۸۵۸۱۷ > ۱/۱ ٩‏ 
-چرا۲ ۱۷۲ + ۱۲ 1۸۱ 
چرا ]۷ بر ابر با تانزانت راست ۳۶ 


حال رودن است که می‌تو انیم و 


۴ > ۲5 > «ورزوب 


13 
بتابراین برای‌متادی ۰ 
اعد 


> ۲ > ررزو 


باید اشاره کرد که در کتاب حاضر همانند کتاب حسابان سال سوم چاپ ۰۱۳۹۲ حدود بینهایت و حد در 
بینهایت گنجانده نشد‌اند و بررسی آنها به سال چهارم متوسطه موکول شده است. اما در کتاب "حساب و 
جبر* سال سوم متوسطه سال‌های دور این حدود نیز معرفی شده بودند و مثال‌های متنوعی از آنها داده شده 


بود (شکل ۲۲ را ببینید). 


۳۸ م. کیان 


شکل ِ حدود بینهایت در کتاب "حساب و جر 1 9 متوسطه سال‌های دور 


رت 9 ب زر گترین 


پٍ‌ ,و ۳ 
(۵۸) 


در مورد تمرین‌ها نیز باید گفت اگر مسیری تا ریخی برای کتاب‌های دوره متوسطه رشته ریاضی در نظر بگیریم 
با هر بار ویرایش جدید. تعداد تمرین‌های هر فصل و تنوع آنها کمتر شده است. مبحث حد نیز از این قاعده 


مفاهیم آنالیزی کتاب‌های ریاضی متوسطه ۴۹ 


شک ۲۱: تمرین‌های محاسبه حد در کتاب "حساب و جر تال سیم متوسطه سال‌های دور 


مستثنی نبوده است. در توضیح همین بس که کتاب "حساب و جبر" سال سوم دوره متوسطه سال‌های دور در 
فلع خلاوتی مقال‌های طفوی شامل ۶ کمرین مخاننیه حه رایع موع اسخه (شکل ۲۳ رایبیی): 

کتاب ویرایش حاضر در مبحث حد نیز با وجود برخی کاستی‌ها. تفکیک مناسبی برای محتوای خود اتخاذ 
کرده است. محتوای مربوط به حد در این کتاب هر چند بسیار خلاصه و اندک است. با این حال خود به چند 
قسمت کوچک تر شامل "مفهوم حد و فرآیندهای حدی» حدود چپ و راست. قضایای حد و محاسبه حد توابع 
کسری" تقسیم شده‌اند (شکل ۲۴) تا خواننده بتواند روندی روشن از موضوع را دنبال کند. 


۲ پیوستگی قبل از اینکه به بررسی مبحث "پیوستگی" در این کتاب بپردازيم, چند نکته کلی در اين 
خصوص قابل بیان است که تصویر روشنی از آنچه رخ داده نشان دهد. نکته بسیار قابل تامل این است که 
درس پنجم از فصل پنجم در این کتاب. تنها جایی است که به مبحث پیوستگی توابع اختصاص داده شده است. 
به عبارت دیگر, از آنجایی که در کتاب حسابان ۲ پایه دوازدهم نیز هیچ محتوایی از مبحث پیوستگی به طور 
مستقیم گنجانده نشده است. تنها صفحاتی که دانش آموز رشته ریاضی و فیزیک در مورد مبحث مهم پیوستگی 
مطلیی را فرا می‌گیرده همین ۶ صفحه مطلبی است که در این درس آوزده شده است» می‌توان تضور کرد که چه 
اتفاقی قرار است رخ دهد. دقت کنید که در اين ۶ صفحه هیچ اشاره‌ای به قضایای مربوط به پیوستگی توابع 


۵۰ م کیان 


شکل ۲۳: فصل پنج کتاب حسابان یک پایه یازدهم در مورد حد 


00 محاسبه حد توابع کسری (حالت چ) 


کقله استو سایرانن داشن آموز ها خقاقی کهفر مور پنوستگی فراس گر هبان سال‌هایی است که. ور 
این فسات ایوت: اه تاه 

در ادامه به پررسی این درس به طور مفصل می‌پردازيم. 

اولین فعالیت در اين درس تا حدی به دانش آموز کمک می‌کند درکی هندسی از مفهوم پیوستگی پیدا کند: 


شعل ۵ ۲: فعالیت صفحه ۱۴۶ 


۰ 2 ()6 حصا جع ۱ ۳ ۰( 9زا ۰۰ -(۲):] 


مفاهیم آنالیزی کتاب‌های ریاضی متوسطه ۵۱ 
پس از بیان شرایط پیوستگی در صفحه ۱۴۶ (شکل ۰)۲۶ چند تابع به عنوان مثال آورده شده است که 
پیوستگی این توابع با توجه به حد آنها از درس‌های قبل نتیجه می‌شود. 


شکل ۲۶: مثال صفحه ۱۴۶ 


له مثال : در بخش‌های قبل دیدیم که در هر نقطه ۰6 6 طرد < ملد نا و 6 11۳2 . پس توآبع 25102 ا و 27 ۷ در 


0ب رو 0ب 2 


هرعدد 0 پیوسته‌اند. 


در کار در کلاس صفحه ۱۴۷ (شکل ۲۷). دانش آموز تمرین می‌کند که ناپیوستگی تابع در یک نقطه می‌تواند 
به واسطه چندین شرط بیان شده در تعریف پیوستگی رخ دهد. اما به نظر می‌رسد قبل از کار در کلاس باید 
مثال‌هایی آورده شود که در آنها ناپیوستگی توابع به دلیل برقرار نبودن شرط‌های مختلف بررسی شود. چند مثال 
مانند توابع 2 < (2) و [2] < (9)2 در صفحه ۱۴۶ آورده شده است که در آنها دلیل ناپیوستگی بیان 
نشده است و صرفا بر اساس نمودار بیان می‌کند که تابع در نقطه داده شده ناپیوسته است. 


شکل ۲۷: کار در کلاس صفحه ۱۴۷ 


ل کارد رکلاس 


نمودار تابعی را رسم کنید که در نقطة ۲ تعریف نشده باشد اما حد تابع 
در 7-۳ وجود داشته باشد. (توجه کنید که این تابع در 7-۳ پیوسته نیست) 

نمودار تابعی را رسم کنید که در نقطه‌ای مانند » تعریف شده باشد و حد 
تابع هم در نقطه » موجود باشد اما با مقدار تابع در » برابر نباشد. (توجه کنید 
که این تابع در » پیوسته نیست). 

نمودار تابعی را رسم کنید که در هر عدد حقیقی پیوسته باشد. 

نمودار تابعی را رسم کنید که همه جا پیوسته باشد به‌جز در دو نقطه. 


پیشنهاد می‌شود پس از کاردرکلاس صفحه ۰۱۴۹ پیوستگی تابع جز صحیح در یک یا چند جمله به صورت 
کلی و شفاف بیان شود: "تابع [2] < (2) در هر عدد صحیح ناپیوسته است. در حقیقت تابع [2] < ()] 
در هر وه ضسیح از آست موسته | یک ور باعلا خزیر ارب تاو وه اب * 

با توجه به آنچه دانش آموز از درس‌های قبل در مورد حد برخی توابع فراگرفته است» پیشنهاد می‌شود 
پیوستگی برخی توابع پرکاربرد و مشهور به صورت یک حقیقت کلی و نه در قالب مثال بیان شود. 
از طرفیء تقریبا تمامی قضیه‌های این کتاب بدون برهان آورده شده‌اند. بنابراین می‌توان پیوستگی این 
توابع را نیز در قالب یک قضیه آورد: 


۵۲ 2 
قضیه ۰۱.۲ با توجه به آنچه در مورد حد توابع در بخش‌های قبلی خوانديم» 
(۱) توابع 4 ٩19‏ و 6058 در هر نقطه مانند » پیوسته هستند. 


(۲) هر چند جمله‌ای در هر عدد حقبقی مانند » پیوسته است. 


علاوه بر آن» از آنجایی‌که این درس تنها بخشی است که به مفهوم پیوستگی پرداخته شده است ۰ پيشنهاد 
فضایای حد در درس‌های قبلی پیش می‌رود: 


قضیه پیشنهادی ۰۱.۲ اگر توابع ()[ و (9)27 در نقطه ‏ پیوسته باشند, آنگاه 


(۱) توابع (2)و + (2) و (۵)و - (1)2 و (2)و(2)] نیز در نقطه ۵ پیوسته هستند. 
(۷) تابع مس نیز در نقطه » پیوسته است به شرط اینکه 0 و (9)0. 


توابع 2 4009  -‏ «ه 2 ( 9 و تا و که | 02 در اهر غذه یی 6 یتوس هلق 
از دو قضیه قبل در می‌يابیم که هر تابع گویا به صورت با (تابعی که صورت و مخرج آن چند جمله‌ای 


تابع یت < (2)/ به جز در دو نقطه 2 و 2- در همه نقاط حقیقی پیوسته است. 


ییوت دک تعانای شاه هت بان ۵ موارات ناش مرتوط وه جه ای که در درس‌های قنا 
این کتاب آورده شده‌انده پیش می‌رود و دانش آموز تنها با درک مفوم پیوستگی می‌تواند آنها را بلافاصله مورد 
استفاده قرار دهد و مثال‌های بسیار فراوانی از توابع پیوسته را فراگیرد. به عنوان مثال قضیه صفحه ۱۳۶ در 
پوس يم رافیگالی کدی شک 0 آسه بت را مت با فا این یزان قشیه تیور 


شکل ۲۸: قضیه صفحه ۱۳۶ 


قضیه : 
فرض کنید تابع ] در نقطه » حد دارد. 
اگرتابع/در یک همسایگی محذوف» نامنفی باشد آن گاه داریم : 10 ۳ ۳ () رل ها 


به‌طور کلی؛ برای هر عدد طبیعی ۰1 اگر (۷7)2 در یک همسایگی 6 تعریف شده 1 داریم : 
)۶ نا - (م) رز دنا 


مفاهیم آنالیزی کتاب‌های ریاضی متوسطه ۵۳ 


مورد پیوستگی اینگونه توابع را ارائه داد: 


قضیه پیشنهادی ۰۲.۲ آگر تابع (2)[ در نقطه ۵ پیوسته باشد, آنگاه 


(۱) اگر " فرد باشد. آنگاه تابع (2) /1 نیز در نقطه 6 پیوسته است. 
(۲) آگر * زوج باشد و تابع (0)] نامنفی باشد, آنگاه تابع *٩/[)2:(‏ نیز در نقطه 4 پیوسته است 


نکته دیگر در مورد ضرورت آوردن قضایای پیشنهادی فوق این است حل برخی تمرین‌های این درس نیز 
مستلزم استفاده از این قضایا است. به عنوان مثال تمرین ۱ قسمت پ و تمرین ۲ قسمت ت در صفحه ۱۵۱ 


را ببینید. 


۳ کتاب حسابان دی پایه دوازدهم 


طور مختصر شامل دروسی در مورد توابع و مثلثات است سه فصل بعدی به مباحث حد؛ مشتق و کاربردهای 
مشتق اختصاص يافته است. نکته بسیار مهم در مورد اين کتاب این است که هیچ درسی به موضوع پیوستگی 
اختصاص واه تشه است: این در حالی است که در کتاب حسابان یک پایه یازدهم نیز مبحث پیو 5 به 


صورت بسیار خلاصه و بدون آوردن هیچ قضیه و حقیقت کلی در مورد پیوستگی توابع اورده شده 0 


در این خصوص بیان می‌کنیم. ویرایش حاضر کتاب‌های متوسطه رشته ریاضی و فیزیک به مانند کتاب 
حسابان چاپ سال ۱۳۹۲ و کتاب حساب دیفرانسیل وانتگرال چاپ ۰۱۳۹۴ مبحث "حد در بینهایت و حدود 
نامتناهی" را به سال دوازدهم منتقل کرده است. گرچه مفاهیم مربوط به این حدود درکتاب "حساب دیفرانسیل 
و اننگ ا** چاپ ال ۱۳۰۲ بسیار کامل‌تر می‌باشد و در حین بررسی این فصل در مقاطع مختلف این موضوع 
به چشم می‌آید, اما این مباحث در سال‌های دور در کتاب‌های سال سوم دوره متوسطه گنجانده شده بود (شکل 
٩‏ را ببینید). 

در ادامه به بررسی این فصل کتاب می‌پردا زيم. 

فصل سوم کتاب حسابان دو با یک فعالیت آغاز می‌شود که برای معرفی حدود نامتناهی» حد تابع ‏ <  )(‏ 
را در نقطه صفر به کمک نمودار و جدول مقادیر بررسی می‌کند. توضیحات این فعالیت در مورد حد بینهایت 
این تابع استاندارد است (شکل ۳۰). 


۵۴ م. کیان 


شکل ۲۹ فهرست کتاب "حساب و حر؟ سال ت متوسطه سال‌های دور 


رهای کلی مر بو به محاسٌ متتق(۲۹) 


شکل ۳۰: فعالیت صفحه ۴۷ 


با توجه به این فعالیت مشاهده می‌شود که وقتی " با مقادیر بزرگ‌تر از صفر به صفر نزدیک می‌شود مقادیر ()/ بدون هیچ 


امحدودیتی افزایش می‌یابد. به بیان دیگر می‌توان (2) را از هر عدد مثبت دلخواهی. بزرگ‌تر کرد به شرطی که 7 را به اندازه کافی 


با مقادیر بزرگ‌تر از صفره به صفر نزدیک کرد در این صورت می‌نویسیم : هنوت و » 


1 اجه 


در صفحه ۴۸ مطلبی آورده تلف ات که از نظر ریاضی صحیح نیست و دانش آموز را در مورد وحود و عدم 
وحود حد گمراه می‌کند: 


شکل ۳۱: تذکر صفحه ۴۸ 


: این نماد نشان می‌دهد که حد فوق موجود نیست. جون مقدار تابع به عدد خاصی نزدیک نمی‌شود و مثبت بی‌نهایت 


فقط یک نماد است که نشان می‌دهد مقدار تا: از هر عدد مثبتی می‌نواند بز رگ تر باشد. 


مفاهیم آنالیزی کتاب‌های ریاضی متوسطه ۵۵ 

در واقع له آوروهشته هرشکا ۲۳۱ تادزست اس ویر عدها ی ستبانت سره وا رت ولی سار آنم سوه 
عدد حقیقی نیست. دقت کنید که در انتهای صفحه ۵۰ کتاب مطلب درستی در مورد مفهوم بینهایت امده است: 
"در ریاضیات می‌گوییم بینهایت از هر مقدار دیگری بیشتر است." اين مطلب کاملاً صحیح است. یعنی مثبت 
پینهایت مدد جدیدی اسث که آذرا با لماد ۵۵+ نمایش می‌دهتد و از همه اغداد حقیقی بزرگتر ات (ولی خوه 
یک عدد حقیقی نیست). به همین صورت منفی بینهایت عددی است (که خود عددی حقیقی نیست) که آنرا 
با نماد 0- نمایش می‌دهند و از همه اعداد حقیقی کوچکتر است» [۱۲] را ببینید. باید دقت کرد که در انالیز 
ای انم تک راردا داش تا رد اس زستگاه سرد امیو او الهای ایم وو ی دا عرآ وت رعش 
(۵0+ ,ه-1 لا1) را دستگاه توسعه یافته اعداد حقیقی می‌نامند و گاهی به صورت [۵0+ ,00-] نمایش 
می‌دهند. 

در صفحه ۵۱ کتاب. برخی قضایا در مورد حدهای بینهایت اورده شده‌اند و همان‌گونه که در پاورقی این 
صحه آ اوه شنه استت: انین قیه‌ها نیون اقبات بان شداند: 

پيشنهاد ما در این فصل, معرفی بهتر و بیشتر مثبت بینهایت و منفی بینهایت در شروع این فصل 
است. زیرا با این کار می‌توان به دانش آموز درک بسیار بهتری از حد بینهایت بخشید و علاوه بر آن 
به جای آوردن قضایایی کاملا انتزاعی و بدون هیچ گونه برهان, از خواص بینهایت‌ها استفاده کرد. به 
عبارت دیگ دانش آموز می‌تواند کار با این دو عدد را همانند اعمال روی اعداد حقیقی فرا گرفته و تا 
انتها آسوده باشد. ضمن اينکه در دروس دوره دانشگاه (به عنوان مثال درس مبانی آنالیز ریاضی) نیز 
با این اعداد مواجه می‌شود. بیان چند قرارداد زیر در مورد اعمال روی بینهایت‌ها کمک می‌کند دانش آموز 
درک بهتری از قضایای آورده شده پیدا کند: 
۱ برای هر عدد حقیقی مانند 1 داریم 


,1 ,1 
,)که سس و [] ه رسست 
00 - 0[ 


و کرت 
۲ (مجموع و تفاضل) برای هر عدد حقیقی مانند ‏ روابط زیر برقرار است: 
0- < 00-1 1-00 < 1 - ۲00 اد 2 0 رز 100 < ۵0 + 1 
هد 100 < 00 4 100 
۲ (ضرب) اگر # یک عدد حقیقی مثبت باشد. آنگاه 
1-0 < (4+۵0) < 1 ,6- < (00-) ۷ 17 
و اگر 2 یک عدد حقیقی منفی باشد آنگاه 


17 < )-00( < 1-00, 1 < )4+۵0( < -0۰. 


2۶ م. کیان 
با آوردن توضیحات بالا به عنوان معرفی بینهایت‌هاء به عنوان مثال قضایایی مانند قضیه ۴ و قضیه ۵ (شکل 
۷۲) این درس به راحتی براي دانش آموز قابل استدلال است» زیرا از قضایای حد می‌تواند استفاده کند. 


شکل ۳۲: قضیه ۵ صفحه ۵۴ 


قضیه ۵ : ۳۹ ۵+ ()7 صلاً و با (0)2 صت ان کارت 
0( 1 0( 2 
الف) 2+۰0 ((0)8 +()/) نا 


پا افر 7<۰ آن‌گاه م+- ((۵)۵ ۰()) هن 


یی اک «ع رل ان که مه - ((902 (2)) هن 


مه تذکر : قضیه فوق برای حالتی که "» ج- یا <- نیز برقرار است. 


در کتاب حساب دیفرانسیل و انتگرال چاپ سال ۰.۱۳۹۴ تعریف حد با استفاده از دنباله‌ها بیان شده است 
(شکل ۲۳). 


شکل ۳۳: تعریف صفحه ۷۱ کتاب حساب دیفرانسیل و انتگرال دوره پیش دانشگاهی چاپ ۱۳۹۴ 


تعریف: فرض کنیم (1 زیرمجموعه‌ای از *1 و ؟1 +- « :1 یک تابع باشد در 
ای 0 1 0 مه بلاست 0 ت 1 0 
ین صورت. گوییم حد تابع ؟ در ۵. عدد حقیقی و می‌نویسیم» با ۳ 
هرگاه به ازای هر دنباله از نقاط دامنه] مانند (,) که به ‏ همگراست (2,<۵)» دنباله ((/۶)۵) 
هیر ان . 


باید دقت کرد که در کتاب یاد شده دنباله‌ها و همگرایی آنها در یک فصل محزا بیان شده است و دانش 
م3 اون در درس‌های آینده از مفهوم دنباله به عنوان ابزاری قدرتمند استفاده کند. به همین ترتیب حدود 
بینهایت نیز به کمک دنباله‌ها تعریف شده‌اند. 

شکل ۳۴: تعریف صفحه ۱۰۶ کتاب حساب دیفرانسیل و انتگرال دوره پیش دانشگاهی چاپ ۱۳۹۴ 


1 7 ۰ ات تس را 1 ۰ کار ۳ 
صورت گوییم حد تابع ] در ۵ 0+ و می‌نویسیم + ()؟ صن هرگاه به ازای هر 
دنباله از نقاط دامنه ] مانند (ب<) که همگرا به و است و وین صب+ (ی16 نا 

مب 1 


تعریف حد با استفاده از دنباله‌ها تعریفی جامع به نظر می‌رسد و باعث می‌شود دانش آموز بتواند برهانی 
برای قضیه‌ها بیابد و محاسبه حدود را به همراه اثبات آن فرابگیرد. شکل ۳۵ را ببینید. 


مفاهیم آنالیزی کتاب‌های ریاضی متوسطه 2۷ 
شکل ۳۵: مثال صفحه ۱۰۷ کتاب حساب دیفرانسیل و انتگرال دوره پیش دانشگاهی چاپ ۱۳۹۴ 


مه مثال : به کمک تعریف (۲) تابت کنید 


عم حل : برای هر دنباله دلخواه [,) که همگرا به ۲ است و اجب داریم 


صلا < (م10 صلا 
2 م) مبی و دی و 


زیرا وقتی دنباله (بد) به ۲ همگرا باشد. دنباله ("(۲-,) با مقادیر مثبت به صفر همگراست 
بنایراین دنباله ((,1) به مه واگراست 


اما در کتاپ ویرایش حاض فصل مربوط به دنباله‌ها حذف شده است. از این رو امکان استفاده از آنها در 
بررسی حد وجود ندارد. 

در صفحه ۰۵۵ مجانب قائم توابع تا وتو تال مرف ده اس سس عالی اوتقهشته است که انیل 
مختلف وجود مجانب قائم با کمک نمودار نشان داده شده است. 

مثال دیگری در صفحه ۵۶ وحود دارد ِِ ۶) که مجانب‌های ۳ تابع ت_ّ رظ) | پرزسی 
زیرا در متن سوال» تقاط مورد بررسی شا وحود مجانب قائم آورده شاه اس به عبارت دیگر دانش آموز 
باید در حالت کلی بفهمد که این نقاط از کجا آمده‌اند. پيشنهاد ما این است که ابتدا مثالی ساده‌تر آورده 
شود که در آن به طور مشخص در حالت کلی روش بافتن مجانب قائم بیان شده باشد. به عنوان مثال: 
مجانب‌های قائم تابع ِِ < ()] را در صورت وجود بیابید. 


تهج نت مانب اف وتان هایس که جه تنم در اما ای شوه با وجد ید فد 
۲ برای یافتن اين نقاط در توابع کسری باید نقاطی را بررسی کنیم که حد تابع مخرج در آن نقطه برابر صفر 
بات ق تیم و < ()7 حد مخرج کسر یعنی 4 - ۶ در نقطه 4  <‏ برابر صفر است. پس شرط 
مجانب قائم را برای این نقطه بررسی می‌کنيم. 


1 
۳۳۰۳۱۵ ( ِِ 


4 - ور +4جین ابو 


0۰ سل ح< 


بنابراین 4 < 1 مجانب قائم تابع است. 

پیشنهاد می‌کنیم مثال صفحه ۵۶ نیز به همین ترتیب اصلاح شود و نقاط داده شده در متن سوال حذف 
فقوت فا داتش آنوزیبا زابعل بیان کته خرسال لاه شوه به دتبال باقن تقاط اعتنالن موردبرزسی 
باشد. بعلاوه به نظر می‌رسد نگارش حل این مثال کمی گمراه گننده است؛ 


۵۸ م. کیان 


شکل ۳۶: مثال صفحه ۵۶ 


: ۱ ۳+ و 
ده منال :کدامیک از خطوط 2-۱ و 2۲ مجانب‌های قائم تابع مب --< (2)/, می‌باشمند؟ 


حل : شرایط مجانب قائم را برای دو خط مذ کور بررسی می‌کنیم. 


‌ 
۱ ۲ ۱ ۴۳ 

سا ِ ۳ ِ سنا <( لا 
۲۳ و (۱-)جنه ۱(۲-)جنه 


به علاوه از آنجا که 0 می‌توانیم بگوییم ۱- -7 نیز محانب قائم منحنی تابع 7 است از طرفی 
زو 


ص۳۳ تم تم ۴7 ۹1 ۳ 
۱ ۳ (۱- )(۳ - :3) # ۳ ۴2- 1 توا وه 
۲ ۳۱ج (۱+)(۳۲- )۲ج ۲۳ رز جهن ۳ ون 


خط 7-۳ شرایط مجانب قائم را ندارد. لذا منحنی تابم ز فقط یک مجانب قائم به‌صورت 2-۱ دارد. 


به عبارت دقیقتر جمله "به علاوه از آنجا که ۵0+ < (۲)2 -ب محطن" اضافی است و باید حذف شود. 
زیرا همین که 06- < ()/ +رر), ,11 کافی است که 1-  <‏ را یک مجانب قائم در نظر بگیریم. 
نکته مشابهی در مورد مثال ابتدایی صفحه ۵۷ (شکل ۳۷) وجود دارد. دقت کنید که دانش آموز نمی داند 


شکل ۳۷: مثال صفحه ۵۷ 


مقال : نمودار اب با ضابطه .2+۱ 
خ ۵+ ند 


- (/ در نزدیکی مجانب قاثم آن به چه صورتی می‌باشد؟ 


حل : لت («)۶ 


22۲ +۱( 


مب < ()/ صلاً ر مم+ع ()] 1 


پس خط ۰ < . مجانب قائم منحنی تابع است و در مجاورت این خط نمودار تابع 


به‌صورت روبه‌رو خواهد بود. 


چرا حد تابع در نقطه ضفر برزسی شده است: 

کتاب حساب دیفرانسیل و انتگرال دوره پیش دانشگاهی چاپ سال ۰۱۳۹۴ فقط شامل یک مثال در 
موضوع مجانب قائم در صفحه ۱۱۰ کتاب است که از این جهت کتاب ویرایش جدید کمی با تفصیل بیشتر کار 
سک کر سک زان اوه فنه ات کل ۳ کب ایو انب انش اودافتم متانت 
قائم را تمرین می‌کند. با حد مجموع دوتابع روبرو می‌شود که یکی از آنها حد بینهایت دارد و دیگری حد ندارد. 


مفاهیم آنالیزی کتاب‌های ریاضی متوسطه یه 


شکل ۳۸: تمرین صفحه ۰ کتاب حساب دیفرانسیل و انتگرال دوره پیش دانشگاهی چاپ شال ۱۳۹۴ 


( آی نمرین در/کلاس 
تٍِِِ ۱- مجانب‌های تابع سس 5 («80 را در صورت وجود به‌دست آورید. 


گذشته از تمرین یافتن مجانب قائم اين سوال مزیت دیگری نیز دارد. دانش آموز با حد تابعی و + روبرو 
می‌شود که / در نقطه دارای حد بینهایت است و تابع و حد ندارد. در این گونه موارد دانش آموز باید بداند که 
از قضبه ۵ در محاسبه حد مجموع نمی‌تواند استفاده کند. 


۳ حد در بینهایت مطابق معمول. معرفی حد توابع در بینهایت نیز با بررسی رفتار یک تابع با استفاده 
از نمودار و جدول مقادیر صورت گرفته است. توضیحات صفحه ۶۳ کتاب به خوبی به دانش آموز کمک می 
کندها یمک برش قوی با پگ شین با کرچک فنتن) مقامیشی تابر تایه (م مر آفزانش می‌ان 
پس اد افتفت چند منال در صفحه ۰۶۵ گزاره‌ای کلی در مورد حد چندجمله‌ای‌ها در بینهایت (شکل 
بان شکه انس که سار فد اتکی 11 قاط عط کتاب عاط نایم دزس م‌باش. 


شکل :۳٩‏ صفحه ۶۵ 


به‌طور کلی حد هرجند جمله‌ای به‌صورت .۵ +۵ +۰۰۰ + ره + 6,2۳ < (2)] در ۰0 برایر حد جمله‌ای از 


ار اه رای را 


ره صناً عمج یبد 9 + تهرره) نا 
0 یب 


مه 1ج 4 


همان‌گونه که در کار در کلاس صفحه ۶۶ (شکل ۴۳۰) آمده است. نکته قبل در محاسبه حد توابع کسری در 
بینهایت مورد استفاده قرار می‌گیرد. چند سوال آمده در این کار در کلاس سب می‌شود دانش آموز به خوبی 
این مطلب را فرا بگیرد. باید گفت که در کتاب حساب دیفرانسیل و انتگرال دوره پیش دانشگاهی چاپ سال 
۴ به جای مطلب فوق با حل دو مثال توضیح داده شده است. از این رو کتاب حاضر با آوردن مطلبی 
جامع‌تر در مورد چندجمله‌ای‌ها. بیان بهتری ارائه کرده است. 

اما باید تاکید کنیم با این که قضایای صفحه ۶۵ برای حدود نامتناهی در بینهایت (بدون اثبات) بیان شده 
است و معدود مثال‌هایی نیز اورده شده است. کتاب در شرح و توضیح این حدود بسیار ضعیف عمل کرده است. 
برای درک بهتر موضوع به آوردن چند مثال زیبا از کتاب حساب دیفرانسیل و انتگرال دوره پیش دانشگاهی 
چاپ سال ۱۳۹۴ بسنده می‌کنیم. اين مثال‌ها (شکل ۴۱ و ۴۲) به دانش‌آموز گوشزد می‌کند که هنگام استفاده 
از قضایا باید دقت کرد که شرایط کاملا برقرار باشد. 


۶۰ م. کیان 
شکل ۴ کار در کلاس صفحه ۶۶ 


ل کارد رکلاس 


الف) اگر ۵ وه ۲ یه رن هر و وج +9۲۰۰ بیط + تم < (2)و دو حند 
جمله‌ای باشند نشان دهید. 


1 رو 0 ۸62 


1 < ص 
»2 (0 0 دج 


شکل ۴۱: مثال صفحه ۱۱۶ کتاب حساب دیفرانسیل و انتگرال دوره پیش دانشگاهی چاپ ۱۳۹۴ 


مچ مثال: (-۱+ 6۷۳ صطناً_ را محاسبه کنید. 
ممسچ ور 


۱ ۱ ۱ 
ازع ۳۳ اج صنا ۱+ 6 حصنا 
۹ ممچب ور همم چب زر 


مم چب پر 


۱ ۱ 
ری ار رت )- 11۳0 < 
1 


شکل ۴۲: مثال صفحه ۱۱۶ کتاب حساب دیفرانسیل و انتگرال دوره پیش دانشگاهی چاپ ۱۳۹۴ 
تذکر مهم : همواره نمی‌توان از قاعده‌های حدگیری برای حدهای نامتناهی استفاده کرد. زیرا 


مثلا نوشتن اینکه مه ممب < »ر جوز زر حطئا < 2 ۲ صطرنا 


مدب ر ممدج ر ممدج ر 


۲ ۰ ۳ 
ممبد < (۱- 06 11۳ < <- 7 118۳ 
مج ور ۳ 


دقت کنید که هیچ گونه مثالی این چنین برای محاسبه حد در بینهایت عبارات کسری در کتاب نیامده است. 
علاوه بر این» در مورد محاسیه حد در بینهایت توابع رادیکالی هیچ گونه مثال و یا مطلبی نیامده اه .کر 
پاورقی صفحه ۵۴ ذکر شده نت که در محاسبه حدود در این کتاب حالات 60 9 0 و ۵0 - 0 مورد بررسی 
قرار نمی‌گیرند. بنابراین به طور مشخص, برخی از سوالات تمرین شماره ۲ کتاب حساب دیفرانسیل و انتگرال 
دوره پیش دانشگاهی چاپ ۱۳۹۴ در اهداف کتاب حاضر قرار نمی‌گیرند. 

تمرین‌های این بخش نیز از نظر تعداد و تنوع بسیار محدود است. با این حال, تمرین یافتن مجانب‌های 
۸ و تمرین شماره ۴ در صفحه 2٩‏ (شکل ۴۳) آمده است. 


مفاهیم آنالیزی کتاب‌های ریاضی متوسطه ۶۱ 


شک 3۳۲ تمرین شماره ۴ صفحه ۶٩‏ 


مجانب‌های افقی و قائم نمودارهای هر یک از توابع زیر را در صورت وجود به‌دست آورید : 


باید اشاره کنیم که با وجود نمودار تابع در تمرین شماره ۲ صفحه ۶٩‏ (شکل ۰)۴۴ محاسبه حدهای 
تایه که به نظر پساز ادای یاسور ات ای من نکدد. 


شکل ۴۴: تمرین شماره ۲ صفحه ۶٩‏ 


برای تابع 7 که نمودار آن داده شده است موارد زیر را 7 
- (70 صلا (الف 
0 +ج رز 
<() صلاً (ب 
0 س چب رل 


()7 صلا (ب 
۳ج 


- (۲)2 صنا (ت 
1۳ 


< () نا (ث 
سس 


نکته دیگر این است که با نگاهی به کتاب ریاضی ۳ پایه دوازدهم رشته تجربی در می‌یابیم که نه تنها 
تفاوتی از لحاظ محتوا و عمق مطالب دیده نمی‌شود. چه بسا در برخی موارد تنوع مثال‌ها و تمرین‌ها 
در کمال تعجب در رشته تجربی بیشتر است! تمرین‌های کتاب حساب دیفرانسیل و انتگرال دوره پیش 
دانشگاهی چاپ ۱۳۹۴ از نظر تعذاد بسیار پیشتر بوده و دارای قتوخ است» شمزین‌های محاننبه خذوه شامل 
توابع رادیکالی» جزء صحیح و توابع مثلثاتی. به عنوان نمونه» تمرین سوم از صفحه ۱۲۰ این کتاب را که در 
مورد حد در بینهایت است (شکل ۳۵) ببینید. 

موضوع دیگر حذف مبحث مجانب مایل است. مفهوم مجانب مایل که ابزار مفیدی برای درک رفتار 
برخی توابع در بینهایت است و در رسم نمودار توابع کاربرد دارد. در کتاب حساب دیفرانسیل و انتگرال 
دوره پیش دانشگاهی چاپ ۱۳۹۴ به عنوان موضوعی فرعی در بخش حد در بینهایت آورده شده است. 
اضافه بر اين باید اشاره کنیم که در کتاب "جبر و آنالیز" سال چهارم متوسطه چاپ ۰۱۳۶۰ موضوع مجانب 
مایل حتی از این هم وسیع‌تر بررسی شده است. این کتاب یک فصل کامل را به بررسی خطوط مجانب 
(عمودی افقی و مایل) اختصاص داده و در پایان فصل ۳۷ تمرین متنوع در این خصوص دارد. موضوع 


۶۲ م. کیان 


شک ۲۳۵ تمرین ۲ صفحه ۱۲۰ کتاب حساب دنق اتسیل .و اتگرال دوره پیش دانشگاهی چاپ ۱۳۹۴ 


چ 11190 ت) (۲۶+ 0-۰ حطنا 


ات ۳۲ + ار مسب مع+جب بر 


+ 


ف‌( (۳- رل ۳ + رل حصتا 3 ۳ 
مم بر ۳+( زر بجر 


11۳ |] 
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محانب مایل از کتاب حاضر حذف شده است. دیدگاه نگارندگان این پژوهش این است که حذف این 
موضوع خللی به روند مطالب کتاب وارد نیاورده است. 


موم چم موه ممیه 


۳ مشتق این فصل ازکتاب سه درس دارد که در آنها ضمن معرفی مفهوم مشتق به بیان رابطه مشتق‌پذیری 
و پیوستگی توابع و همچنین محاسبه مشتق توابع پرداخته می‌شود. اولین مطلب کلی که در بررسی این فصل به 
سرعت نمایان می‌شود. تغییرات زیاد ویرایش جدید نسبت به کتاب حساب دیفرانسیل و انتگرال دوره پیش 
تا هی شاب ۱۳۹۴ اسف یفام بای کی که در این قضا و وی او این تقیزات سیب کاخ 
کیت مستر] شنه :جر خرس به تقضیل آ آدعا را ترشیم خواقي داب تکته قوم این که با مق یه 
سریع کتاب حاضر با کتاب ریاضی ۳ رشته علوم تجربی می‌توان دریافت که محتوای این فصل تقریبا 
در دو کتاب یکسان است. بر خلاف اینکه انتظار می‌رود دانش آموز رشته ریاضی محتوای عمیق‌تر و 
جنبه‌های متنوعتری از درس را فرآگیرد. 

موضوع بسیار تامل برانگیزه حذف برخی از اساسی‌ترین مطالب ریاضی برای یک دانش آموز رشته ریاضی 
اب کاماتر اهب تقصیل چرس ای سل ترا ورواعت ۳ جات کی کر کرت رتم 
ضمنی» مشتق توابع وارون مثلثاتی و مشتق توابع نمایی و لگاریتمی از کتاب حاضر حذف شده است. برخی 
از این مفاهیم را می‌توان با برنامه‌ریزی مناسب در ریاضیات عمومی دوره کارشناسی پوشش داد. اما نکته مهم 
این است که محتوای دروس ریاضیات عمومی دوره کارشناسی تغییری نکرده است. 


۳۳ آشنایی با مفهوم مشتق در کتاب حاضر مبحث مشتق با توضیحاتی در مورد خط مماس بر یک منحنی 
و شیب آن آغاز شده است. گرچه این فرآیند برای معرفی مفهوم مشتق استاندارد است. اما باید گفت توضیحات 
آورده شده در کتاب حاضر بسیار طولانی (از صفحه ۷۲ تا صفحه ۷۷) و کسل کننده است. علاوه بر آن» روند 


مفاهیم آنالیزی کتاب‌های ریاضی متوسطه از 

بیان مطالب به هیچ عنوان روشن نبوده و به نظر نمی‌رسد دانش آموزی که قرار است برای اولین بار با مفهوم 

مشتق روبرو شود. بتواند با این روند ارتباط برقرار کند. توضیح اینکه در اولین درس از این فصل, ابتدا سخن 

از شیب خط آورده شده بدون اینکه رابطه یافتن شیب خط بیان شود. البته می‌دائيم که دانش آموژ از سال‌های 
قبل با مفهوم شیب خط آشنایی دارد اما این رابطه چند صفحه جلوتر هم بیان شده است. 

در ادامه دانش اموز مطالبی در مورد خط مماس می‌خواند و بدون اينکه بتواند دلیلی بیابد. با چند نمودار 


روبرو می‌شود که مثال‌هایی از خط مماس و غنرهماس امه یناه 


شکل ۴۶: صفحه ۷۳ 


خط‌های 4 تاأ م4 را در نظر بگیرید. خط ب در نقطه 4 خط 4 در نقطه 17 و خط ب در نقاط ۸ و ۶ بر منحنی مماس هستند. 
خط 4 در نقطه ۸ بر منحنی مماس نیست. همحنین خطوط ‏ و در نقطه » بر منحنی مماس نیستند. در ادامه این درس با 
دلایل ایم آفر به ضورت دقیق ری اشنا کواهید شید 


در ادامهء معرفی خط مماس بر یک منحنی با استفاده از تقریب آن بوسیله خطوط متقاطع در صفحات ۷۴ تا 
۷ آمده است. تاکید می‌کنیم در کتاب حساب دیفرانسیل و انتگرال دوره پیش دانشگاهی چاپ سال ۰۱۳۹۴ 
معرفی خط مماس و شیب ان بسیار مختصر در صفحات ۱۲۱ و ۱۲۲ بیان شده است و به نظر می‌رسد بیان 
آن بسیار روشن تر بوده و برای فهم مطلب مفیدتر باشد. با این حال دلیل تغییر این بخش در ویرایش جدید 
مشخص نیست. در ویرایش قبلی, بعد از توضیحاتی در مورد خطوط قاطع» خط مماس به طور صریح تعریف 
می‌شود (شکل ۳۷). 


۶۴ م. کیان 


شک ۳ رشق ۱۲ کاب صاتب دش میا و کزان دوره بش وان گاهی سای ۴ ۱۳۹ 


تعریف خط مماس: اگر؟ بر بازة بازی شامل 2 تعریف شده و حد زیر 
» (1)2- (۸ + 8)] ب 
۸ ۰ب( 


موحود باشد» ۹ خطی که از نقطه ((2),ج) گذشته و به شیب 17 می‌باشد» خط مماس بر 
نمودار ] در نقطه ((2,1)2) نامیده می‌شود. 


کل سقانهی تیان اه عنگر بخاشه تضم میمنمی شود در ان عیاب و فراسیل و اگرال 
(شکل ۴۸). 


شک ۱۸ رشق ۱۳۳ کاب ساب شرافس وتان درگاش سای ۴ ۱۳۹ 


تعریف : فرض کنید 2 نقطه درونی از دامنه ] است. در این صورت مشتق تابع ؟ در 3< 
که آن را به (2) ۶ نشان می‌دهیم, برابر است با 
(1)2- (۸ + )1 


۳/)۵(- ( 
9 ۸ 


به شرطی که این حد وجود داشته باشد. 


اگر فرض کنیم ۸+ 2 ۲ آنگاه ۸-۵ 
بدیهی است که وقتی :۸ به صفر میل کند. > هم به 2 میل می‌کند. 


بنابراین 
(1۵-(0 1 حصنا > (۳)۵] 


- ز 6 < زر 


حال آنکه در ویرایش جدید سعی شده است رابطه دوم محاسبه مشتق. با استفاده از نمودار توضیح داده شود 
(شکل ۴۹). اما باز هم به نظر می‌رسد توضیحات آمده در صفحه ۷۹ طولانی و غیر ضروری بوده و کمکی به 


مفاهیم آنالیزی کتاب‌های ریاضی متوسطه ۶۵ 
دانش آموز نکند. البته در کار در کلاس صفحه ۰ کتاب به درستی قید شده افخت که به شیوه جبری نیز می‌توان 


رابطه دیگر محاسبه مشتق را به دست آورد. 


شکل ۴۹: صفحه ۷۹ 


7)» +) + ۲(( 


کاز‌فر کلاس نانیق صقخه ۸۵ کبرتن خویی بزاعن داشگ آموز است فاقوا از نظر فتلاشی وانطه‌نته شیب 
خط مماس بر منحنی و مشتق منحنی را درک کند. به علاوهه تمرین ۲ صفحه ۸۱ و تمرین ۸ صفحه ۸۲ از 


جمله تمرین‌های خوب این بخش در ویرایش جدید کتاب می‌باشند. 


۳ مشتق‌پذیری و پیوستگی این درس با یادآوری مفهوم مشتق‌پذیری تابع در یک نقطه و تعریف مشتق 
تابع به صورت خلاصه آغاز شده ا اه در فعالیت صفحه ۸۴ و کار در کلاس صفحه ۰۸۵ دانش آموز با دو تابع 


روبرو می‌شود که در نقطه داده شده مشتق‌پذیر نیستند و در حقبقت در انها ناپیوسته‌اند. سپس این حقیقت کلی 


که مشتق‌پذیری پیوستگی را نتیجه می‌دهد در قالب قضیه صفحه ۸۶ آمده است (شکل ۵۰). 


شکل ۵۰: قضبه صفحه ۸۶ 


قضیه : اگر تابع در » < 1 مش شیر اش آن کانز/ درت پیوسته است . 
انبات : کافی است نشان دهیم : (۵) < () صنا 


(«ر که - مه -((م)۶ - (عای) هن 


را( 
ِ 4 1 
بابراین ۰- (0)-(2)/) ها و از آنجا (۷0/-(2)/ فا (جرای) 


) حصاً ۰( 0 - ) حطل[ 
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باید گفت اثبات این قضیه از معدود اثبات‌های اورده شده در این کتاب ای به علاوه» به نظر 
می رسد روند اوردن مطالب در این درس به همراه تفکیک صحیح این مطالب از درس قبل» به درک 


۶۶ م کیان 
بهتر دانش آموز کمک می‌کند. در کتاب حساب دیفرانسیل و انتگرال دوره پیش دانشگاهی سال ۰۱۳۹۴ 
مطالب پشت سر هم و بدون تفکیک معناداری آورده شده بود. 


بلافاصله در ادامه درس به خوبی تاکید می‌شود که عکس قضیه فوق برقرار نیست و مثالی برای روشن شدن 
مطلب امه است (شکل اقا 


شکل ۵۱: قضبه صفحه ۸۶ 


۲ اگر تابع ] در ۵ < پیوسته نباشد. آن‌گاه] در ۵ < مشتق‌پذیر هم نیست. ۱ 


مه مثال : مشتق‌پذیری تابع |۱۱ - 2| - (2) را در 2-۱ بررسی کنید. 


دانش آموز با مفهوم مشتق یکطرفه. یعنی مشتق‌های چپ و راست در خلال حل این مثال آشنا می‌شود. 


که تفر یف مفنتی‌های صب و واست ور آوامه یه طوو ستتقل آورده شده انتت: 
شکل ۵۲: صفحه ۸۷ 


بنابراین (۶۳0 موجود نیست. به‌عبارت دیگر خط مماس بر 
منحنی در نقطه ۱ - وجود ندارد. اما حدهای یک‌طرفه فوق را 
۱ < نزدیک شویم, شیب نیم خط مماس بر منحنی در این نقطه برابر 


۲- است. حدهای راست و حپ بالا را به ترتیب مشتق‌های راست ‏ < 


و جپ/ در 7-۱ می‌ناميم و با (746۱ و (6۱ نمایش می‌دهيم. ۲ 


صفحات ۸۸ و ۸٩‏ کتاب به بیان حالاتی می‌پردازد که در آنها مشتق تابع وجود ندارد (شکل ۰)۵۳ نقطه 


کار در کلاس بعدی نیز به خوبی از نظر هندسی حالت‌های مختلف را نمایش می‌دهد. پيشنهاد ما در 
اینجا آوردن مثال‌هایی است که بیشتر از نظر جبری نقاطی که در آنها تابع مشتق دارد و یا مشتق پذیر 
نیست» بررسی شوند. به طور مشخص. مثالی در صفحه ۱۳۷ کتاب حساب دیفرانسیل و انتگرال دوره پیش 
دانشگاهی سال ۱۳۹۴ آورده شده است که به نظر مفید است (شکل ۵۴). 


مفاهیم آنالیزی کتاب‌های ریاضی متوسطه ۶۷ 


شکل ۵۳: صفحه ۸٩‏ 
به‌طور خلاصه می‌توان گفت : اگر اب در » :2 هریک از شرایط زیر را داشته باشد» در این‌صورت در این 
درب بوسته نباند. 
7 در » پیوسته باشد و مشتق راست و مشتق جپ در ه << : 
الف) هر دو موجود (متناهی) ولی نابرابر باشند (نقطه گوشه‌ای). 
ب) یکی متناهی و دیگری نامتناهی باشد (نقطه گوشه‌ای). 
پ) هر دو نامتناهی باشند. 


شکل ۵۴: مثال صفحه ۱۳۷ کتاب حساب دیفرانسیل و انتگرال دوره پیش دانشگاهی سال ۱۳۹۴ 


2 4124 , ۰ 


2 
+ مثال : مقادیر ۵ و 0 را به قسمی تعیین کنید که تابع 9 ی 

مشتق پدیر باشد. 
کر علی : برای مشتق‌پذیربودن تابع ۶ در ۸-۰ ابتدا لازم است 8 در 22۰ پیوسته باشد. یعنی 


تساوی‌های زیر برقرار باشند. 
(۰)] < ()۲ 1 < ()۶ ۱1 


1) +۱(۲ +) ۱(+۱( 2۳ 


1 


0-۱+ +2 ۳ 102 مزا 
۹ 


۰ج ور وس ور مور 


بناپراین با انتخاب 2-۳ و ۲--9 تابع ۴ در 2<۰ مشتقپدیر است. 


با اعقق توضیحاتی در صفحه ۰۹۰ مشتق به عنوان یک تابع در ابتدای صفحه ٩۱‏ تعریف شده است. از 
کیفیت توضیحات صفحه ٩۰‏ که بگذریی نکته قابل توجه این است که در هر دو مثال آورده شده برای محاسبه 
تابع مشتق. نحوه محاسبه دامنه تابع مشتق در این مثال‌ها توضیح داده نشده است. 

دقت کنید که در معرفی تابع مشتق, نحوه محاسبه دامنه آن ذکر شده است اما در مثال‌های حل شده 
هیچ اشاره‌ای به چگونگی به دست آوردن دامنه نشده است. 

به علاوه» پيشنهاد می‌شود کار در کلاس صفحه ٩۲‏ نیز به عنوان یک مثال حل شده آورده شود زیرا 
اولین نمونه از تابعی چند ضابطه‌ای است که مشتق آن محاسبه می شود. 

لازم است اشاره کنیم که در کتاب چاپ ۱۳۹۴ نقاط مشتق ناپذیری یک تابع» پس از معرفی تابع مشتق 


اورده شده ی 


۶۸ م. کیان 


شکل ۵۵: مثال های صفحه ٩۱‏ 


بنابراین :» ۲- (۳)2/. همان گونه که قبلاً ذکر شد دامنه تبع "۰۶ مجموعه اعداد حقیقی است. به کمک این دستور مقدار مشتق 
تابع ۳ < (7)2 در هر نقطه را می‌توان حساب کرد. به‌طور متال : 


7۵۰-۰ و ۳/۷۲۷۷ یر 


۳2 1 1 1 ۰ 
یه مثال : اگر 7 < (2)» تابع مشتق و دامنه آن را به‌دست آورید. سپس (۳)ر را مشخص نمایید. 


حل : (۰)/ وجود ندارد. دامنه " برابر (۰)- 1۳ آشنت. اگر »ع زد داریم : 


‌ 


مثبت دیگر کتاب این است که معرفی مشتق توابع اولیه؛ با روندی منظم در صفحه ٩۲‏ شروع 
می‌شود. تابع مشتق برای "ه -- (۲)2 در کتاب حساب دیفرانسیل و انتگرال دوره پیش دانشگاهی 
سال ۱۳۹۴ برای هر عدد گویای 7 بیان و ثابت شده است. با این حال. به نظر می‌رسد توضیحات آمده 
در کتاب حاضر برای معرفی مشتق این تابع کافی است و به خوبی خلاصه شده است. هر چند با کمال 
تعجب در پاورقی صفحه ٩۳‏ دکر شده است که در اين کتاب توایع رادیکالی تنها با فرجه ۲ و ۳ مدنظر 
هستند! با معرفی مشتق تابع 17 - (2)2. تنها کافی است مقادیر در نظر گرفته برای 7 را در این 
کتاب اعداد گویا بیان کنیم. دقت کنید که مانند بسیاری از مواره در اين کتاب» می توان اثباتی برای 
این فرمول نیاورد. 

قوانین مهم محاسبه مشتق حاصل‌جمع» حاصل ضرب و تقسیم توابع در صفحه ٩۴‏ کتاب آورده شده است 
(شکل ۵۶). 


شکل ۵۶: قوانین مشتق گیری صفحه ٩۴‏ 


اگر توابع و و در ه  <‏ مشتق‌پدیر پآ اه توابع #(615 )۰ 9 < 9[ و ۵) نیز در 
6 < مشتق‌پذیرند و داریم : 
)1۳ -((:1) (ب 9۲0 +(0) ۶ - (0) (و + ۶) (الف 
کر( ۶9۵ + (۵(9)۵) ۳ -(9()۵) (پ 
0 9 


به کمک تعریف مشتق هر یک از روابط بالا را می‌توان ثابت نمود. اما در این کتاب به اثبات آنها نمی‌پردازيم. 


در هر صورت بهتر است برهان حداقل یکی از روابط آورده شود. با این حال مثال بعد در همین صفحه و 
کار در کلاس صفحه ۹۵ (شکل ۵۷) برای تمرین بکاربردن این قوانین مناسب است. 


مفاهیم آنالیزی کتاب‌های ریاضی متوسطه ۶۹ 
شکل ۵۷: کاو در کلاین صفحه ۹۵ 


کاردرکلاس 


مشتق تابع‌های زیر را بهدست آورید : 
ن« - () (ب (۵ + :)لدع (2) (ب سس (7)2 (الف 


۱ 
۴ ۲2 + 1-۱ 


اگر/ و و توابع مشتق‌پذیر بائمند و ۳-(۰۶)۲ ۰/)۲(<۵ ۸ -(0)۲ و ۶--(۲) مقدار (۲) (9[) و ۳0 را به‌دست 
تن 

یادآوری می کنیم که برهان برخی از این قوانین در کتاب حسابان سال ۱۳۹۲ و برهان قانون مشتق تقسیم 
توابع در کتاب حساب دیفرانسیل و انتگرال دوره پیش دانشگاهی سال ۱۳۹۴ آورده شده است. اما در کتاب 
حاضر به طرز مناسبی مثال‌هایی بعد از بیان این قوانین آورده شده است. 

از دیگر نقاط قوت کتاب حاضر می‌توان به این نکته اشاره کرد که مطالب مختلف کتاب به نحو 
مناسبی تفکیک شده‌اند و دانش‌آموز در میان انبوهی از مطالب بهم پیوسته گم نمی‌شود. شاید این موضوع 
در کتاب حساب دیفرانسیل و انتگرال دوره پیش دانشگاهی سال ۱۳۹۴ مشهود باشد. با این که کتاب مذکور 
مار مواوم, دازام مرا هایس آست:یکی از قاط ی آن عدم تفکیک مناسب مطالب است؛ به 
طوری که در برخی موارد دانش آموز رابطه میان دو موضوع را گم می‌کند. با این وجود. در بسیاری از موارد. 
توضیحات کتاب مذکور جامع‌تر به نظر می‌رسد. لطفا به نحوه بیان قانون مشتق تابع مرکب یا همان قاعده 
زنجیری در دو کتاب توجه کنید (شکل ۵۸ و )۵٩‏ 


شکل ۵۸: قاعده زنجیری صفحه ٩۶‏ 


مشتق تابع مرکب / قاعده زنحیری 


اگر و و دو تابع مشتق پذیر باشند» در این صورت تابع مرکب 700 مشتق‌پدیر است و داریم : 
(ه) )۴( - )۳9۳ 


موه مثال : اگر ۱(۲+«۳ +2) - (:)(۰ مطلوب است («) 77. 


پر واضح است که دانش‌آمو زکدام یک از این توضیحات را بهتر درک می‌کند! به علاوه» فرمول‌های مشتق‌گیری 
از توابع مرکب خیلی به صورت قلاضه کفته ده آست: پیشنهاد می‌کنیم فرمول‌های بیشتری همراه با 
مثال‌های حل شده آورده شود. از مهمترین آنها؛ می‌توان به توابع 


7 << با ,9 طل 8‏ با رال < زا ,۷ <- ره ,7 < ۷ 


۷۰ م. کیان 
شکل :۵٩‏ قاعده زنچیری در کتاب حساب دیفرانسیل و انتگرال دوره پیش دانشگاهی سال ۱۳۹۴ 


۸-۳ قاعدهُ زنجبری 

باوجود اینکه می‌توانیم مشتق »+ و ۲+۱ را بیابیم ولی هنوز نمی‌توانیم مشتق ۱+ ۷/۳ ()8 
را حساب کنیم. 

توجه کنید که تابعی ترکیبی است که اگر فرض کنیم تال (00)؟ 7 و 2+۱ 20 < ۱ 
می‌توانیم بنویسیم : 


یعنی 108 حط 


قاعدة محاسبه مشتق تابع‌های ؟ و ع را می‌دانيم. در نتیجه دانستن قاعده‌ای که پراش ار بدانیم 


سکره نف عط و را برخسب شتق‌های ؟ و ع پیدا کنیم. بسیار با اهمیت است. و این قاعده را 
قاعدة زنجیری می‌نامند. 
انون فوض کنیدتبعج ۰ - و برابر است با تبع مرکب ((1)۵00 2 ل» که در آن - (60 
+ 


0 


و ۱+ << (80 < 0 و این توابع دارای مشتق‌های ۲ < (۵)00, -2< (1) ] هستند. 


اشاره کرد. از روش بیان هم که بگذریم تعداد مثال‌های حل شده برای موضوع مهمی مانند قاعده زنجیری در 


نکته دیگر معرفی نمادهای لایب‌نیتز برای مشتق است که در این کتاب هیچ اشاره‌ای به آنها نشده 
اه 


۱ 1 
(های 


این نمادها به طور گسترده کل دررن ریاضی دوره کارشناسی مورد استفاده قرار می‌گیرند و معرفی آنها در این 
کتاب به نظر ضروری می‌رسد. 

باید اشاره کنیم که در کتاب ریاضی ۲ پایه دوازدهم رشته تجربی, علاوه بر حذفیات بیان شده برای رشته 
ریاضیء مباحث نقطه عطف و تقعر و رسم نمودار نیز حذف شده‌اند. 

در درس سوم از این فصل به آهنگ تغییر پرداخته شده است. گرچه می توان محتوای این درس را به 
صورت خلاصه‌تر بیان کرد به نظر می‌سد بیشتر مثال‌ها و تمرین‌ها مناسب است. به طور مشخص. 
مثال صفحه ۱۰۷ (شکل ۶۰) گرچه طولانی است اما مفهومی و کاربردی است. 

صفحه ۱۰۶ نیز مثال مفیدی در مورد نرخ باروری دارد. کتاب حساب دیفرانسیل و انتگرال دوره پیش 
دانشگاهی سال ۱۳۹۴ بیشتر در مورد اهنگ لحظه‌ای بحث کرده است و در مورد اهنگ متوسط مطالب کمی 
دارد. در هر حال روش بیان و مثال‌های کتاب حاضر در این موضوع با آنچه در کتاب سال ۱۳۹۴ آمده است 
کاملا متفاوت است. 


مفاهیم آنالیزی کتاب‌های ریاضی متوسطه ۷۱ 


شکل ۶۰: مثال صفحه ۱۰۷ 


۱ سرعت متوسط و سرعت لحظه‌ای ۱ 


مه مثال: جسمی را از سطح زمین به‌طور . * ده 2 
عمودی پرتاب می‌کنيم. جهت حرکت به طرف ‏ - 9 
لا را ثبت در نظرمی‌گیریم. فرض کنیم ارفاع ‏ [۷ 7 
این چم از مبطع ژمین در هر لحله از معادله 3 1 
۷ +۵- -(۷) به‌دست می‌اید. به‌طور مثال 3 رو ۱ 
۲ثانیه پس از پرتاب این جسم در ارتفاع ۶۰ متری ۳ 


به هر حال جسم پس از مدتی به زمین برمی گردد . 
نمودار مکان - زمان حرکت این جسم در شکل 


نشبان داده شده است. 


۳ فصل پنجم: کاربردهای مشتق همانند آنچه در فصل‌های قبل نیز دیده می‌شود» تفکیک مناسب 
مطالب در این فصل نیز یکی از نقاط قوت کتاب حاضر نسبت به کتاب سال ۱۳۹۴ است. این فصل به سه 
درس تقسیم شده است (شکل ۶۱). 


شکل #۶۱ فصل پنجم: کاربردهای مشتق 


0 کسترمم‌های یک تابع و توابع صعودی و نزولی 
7( جهت تقعر نمودار یک تابع و نقطة عطف آن 


۱ رسم نمودار توابع 


پس از مقدمه‌ای در خصوص نقاط اکسترمم و تعریف آنها در صفحه ۱۱۲ و ۰۱۱۳ کار در کلاس صفحه ۱۱۳ 
(شکل ۶۲) شامل چند نمودار است که دانش اموز باید نقاط اکسترمم نسبی و مطلق را با توجه به نمودار پیدا 
کند. آگر چه در صفحه ۱۱۳ به درستی بیان شده است که اکسترمم‌های مطلق در یک بازه (مجموعه) در 
نظر گرفته می‌شوند. اما در کار در کلاس بیان سوال کامل نبوده و در واقع مشخص نیست دانش آموز 
باید اکسترمم‌های مطلق را روی کدام بازه پیدا کند. 


شکل ۶۲: کار در کلاس صفحه ۱۱۳ 
کارد رکلاس 


در هر یک از نمودارهای توابع زیر مقدار ماکزیمم مطلق و مینیمم مطلق و همجنین طول نقاط ماکزیمم مطلق و مینیمم مطلق 
را در صورت وجود مشخص نمایید. 


۷ / "۷ 
۸ 


()و > ۷ 


سا اس ما اه 


در صفحه ۱۱۷ نقاط بحرانی یک تابع تعریف شده است. نکته دیگر این‌که معرفی نقاط بحرانی و کاربرد 
آنها فقط برای یافتن اکسترمم‌های مطلق در اين کتاب آمده است و مطلبی در خصوص یافتن نقاط اکسترمم 
نسبی و ارتباط آتها با تقاط بحرانی نیامده است. این در حالی است که اگر روش یافتن اکسترمم‌های نسبی با 
استفاده از نقاط بحرانی بیان شود بلافاصله می‌توان نقاط اکسترمم مطلق را نیز با بررسی نقاط ابتدا و انتهای 
بازه مورد نظر به دست اورد. 

در موضوع بهینه‌سازی» کتاب حاضر دارای دو مثال در صفحه ۱۱۸ و ۱۱٩‏ می‌باشد. البته کتاب ریاضی 
۳ پایه دوازدهم تجربی دارای یک درس مجزا به نام بهینه‌سازی است که در آن مثال‌ها و تمرین‌های متنوعی از 
این موضوع آورده شده است. 

ارتباط بین مشتق یک تابع با صعودی یا نزولی بودن تابع در قضیه صفحه ۱۲۱ (شکل ۶۳) بیان شده 
است. فعالیت صفحه ۱۲۰ برای درک رابطه این دو مناسب به نظر می‌رسد. همچنین. کار در کلاس بعدی 
نیز می‌تواند در فهم این مطلب. که باید برای استفاده از این قضیه ابتدا شرایط آن برقرار باشد. مفید باشد. 
هر چند. پيشنهاد می‌کنیم این نکات با استفاده از مثال‌هایی عینی در کتاب گنجانده شود. به عبارت 
دقیق‌تر. مثالی از یک تابع آورده شود که در یک بازه داده شده مشتق‌پذیر نباشد ولی یکنوا باشد. 

به علاوه پيشنهاد می‌شود پس از بیان قضیه. مثال‌هایی در کتاب گنجانده شود که دانش‌آموز با بکار 
بردن این فضیه. صعودی يا نزولی بودن تابع داده شده روی بازه‌های مختلف را بررسی کند. مثال صفحه 
۹ کتاب ساب دش تسیل و انتگرال دوره بیش دانشگاهی سال ۱۳۹۳ که در شکل ۶۳ آمده آنتته یه 
دانش آموز کمک می‌کند بکاربردن قضیه فوق را تمرین کند. 


مفاهیم آنالیزی کتاب‌های ریاضی متوسطه ۷۳ 


شکل ۶۳: قضبه صفحه ۱۲۱ 


قضیه : 

فرض کنیم تابع / بر بازه [0 , 0] پیوسته و بر بازه () , 4) مشتق‌پدیر باشد .در این صورت : 
الف) اگر به ازای هرت در (6,0)» ۰ < () "۶. آن‌گاه تابع بر[ ,0] صعودی اکید است. 
ب) اگر به ازای هرته در بازه (0 ,)۰ ۰ > (#) "۶ آن‌گاه تابع ز بر [0 , 6] نزولی اکید است. 
پ( اگر به ازای هرته در بازه (0 ,0), ۰ - (#) ۰۶ آن‌گاه تابع ] بر [ ,۵ ] یک تابع ثابت است. 


17 <۱ 


۳2 ۱ 
0 توابع ی "| -هر و * <- )9 در تمام ۳ صعودی اکیداند. 


الف) آیا می‌توان گفت هر تابع که در یک بازه صعودی اکید باشد. در آن بازه مشتق‌پذیر هم هست؟ 
ب) آیا می‌توان گفت هر تابع که در یک بازه صعودی اکید و مشتق‌پذیر باشد. در هر نقطه از آن بازه دارای مشتق مثبت است؟ 


شکل ۶۴: مثال صفحه ۱۷۹ حساب دیفرانسیل و انتگرال دوره پیش دانشگاهی سال ۱۳۹۴ 


و مثال * مشخص کنید تابع ۶ با ضابطه ۲+۷ ۲«۲-۳۲-۱-(10 در کجاها صعودی اکید و در 
کجاها نزولی اکید است. 
کر عل : ابتدا مشتق تابع را حساب می‌کنيم : 


(۲-( ۶۱۲-۶۱۷۶۱ ()() ال 
عبارت (8 را تعیین علامت می‌کنیم : 


از نقطه نظر سطح دشواری مثال‌ها و تمرین‌ها نیز باید گفت کتاب سال ۱۳۹۴ شامل مثال‌هایی به مراتب 
دشوارتر بود. البته باید در نظر گرفت که در بسیاری از موارد دشواری مثال‌ها ناشی از جامعیت بیشتر محتوای 
آمقهدر کقاپ منگرن استه. زان دک یه آزهمین سخته شک هاش ها و ۶زا بیشد: 


شکل ۶۵: مثال صفحه ۱۸۷ کتاب سال ۱۳۹۴ 


مه مثال ۶ مقادیر اکسترمم موضعی تابع ۶ با ضابطه ۶ "صف/1- (20 را روی بازه دیش 


پیدا کنید . 


۷ مد کیان 


شکل ۶۶: تمرین صفحه ۱۸۸ کتاب سال ۱۳۹۴ 


مقدارهای ماکسیمم و مینیمم موضعی تابع ؟ با ضابطه - ۰/۳ (:20 را روی بازه 
(۲7,*) پیدا کنید. 


از دیگر حذفیات مهم در اين مبحث. آزمون مشتق دوم (شکل ۶۷) برای یافتن اکسترم‌های نسبی است. 
استقاهه از ای آزمون در برخی مواود نه مراتب سادفتر از آزمون مخت اول اشت: السه هباتطور که قیفر در اشار: 
شد در این کتاب بیشتر بر اکسترمم‌های مطلق تاکید ی 


شکل ۶۷: آزمون مشتق دوم در کتاب سال ۱۳۹۴ 


آزمون مشتق دوم برای اکسترمم‌های موضتی 
فرض کنیم ((۵,/)6) نقطةٌ بحرانی تابع ]باشد که در آن 0(<۰)] و ۲ به ازای جمیع 
*«های بازة باز آ شامل ۵ موحود بان هرگاه (0)"]وجود ردا تاه و 


الف) ۳)0(>۰ آنگاه ۶ در ۵ ما کسیمم موضعی دار 
ب ۳)6(<۰, آنگاه ۶ در 6 مینیمم موضعی دا 


درس دوم این فصل به تقعر منحنی‌ها و نقطه عطف نمودار توابع اختصاص دارد. به نظر می‌رسد توضیحات 
ابتدایی درس مناسب است. هر چند پيشنهاد می‌شود تعریف تقعر یک منحنی به صورت مجزا و صریح 
بیان شود . شکل ۶۸ راببینید. 


شکل ۶۸: تعریف تقعر در صفحه ۱۸۱ کتاب سال ۱۳۹۴ 


تحریف ۴: 

الف) ار نمودار ۶ روی باز؛ آ بالای همه مماس هاش باشد انگاء نمو دار زرا 
مقعر رو به بالا می‌نامیم. 

ب) اگر نمودار] روی بازة 1 پایین همه مماس‌هایش باشد, آنگاه نمودار ؟ را مقعر 
رو به پایین می‌نامیم. 
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دو تابع آمده در فعالیت صفحه ۱۲۸ نیز برای درک جهت تقعر منحنی مناسب هستند. همچنین. مثال بعد 
از قضیه صفحه ۱۲۹ (شکل ۶۹) نیز از نظر محاسباتی و دشواری به نظر مناسب می‌رسد. 


شکل ۶۹: قضیه و مثال صفحه ۱۲۹ 


فضیه : 
فرض کنیم (۳)2/ به ازای هر نقطه » از بازه باز 7 موجود باشد. 


الف) اگر به ازای هر 2 از 2 ناه مودار ز روی ره تشر رو یلا دار 
ب) اگر به ازای هرت از ۰7 ۰ > (2), آنگاه نمودا ۴ روی بازه 7 تقعر رو به پایین دارد. 
پا ای بهازای هر ار ۰-() ل آزمون ی ننجه است. 


هه مثال : جهت تقعر توابع زیر را در دامن تعریفشان به دست آورید. 


7 -(ه)۳ (الف 


۱ ۲ + #7 < (0)2 (ب 


۳ رسم نمودار توابع در مورد رسم نمودار توابع که به عنوان آخرین درس از این کتاب آمده است نیز 
بانیگفت سطممال‌های سل قلرعر کاب اضر از ظر دفرازی به مراب اوه از رتاش سا ۱۳۹۳ 
است. به عنوان مثال در کتاب حساب دیفرانسیل و انتگرال دوره پیش دانشگاهی سال ۰۱۳۹۴ جدول رفتار 
و نمودار توابع معکوس مثلثاتی همچون (1)1/2"صها - (2) و (1)1/2 صذه - (9)2 آورده شده است. 
همچنین» بررسی جدول رفتار و رسم نمودار توابع گویایی که صورت و مخرج آنها چندجمله‌ای‌های درجه دو و 
فتاه بتک اقب کتحانقه شلق اس هر چند طبق روند کلی که قبلا به آن اشاره شد. می‌توان این موضوع را در 
مقاییتهبا کتاب‌های قلییی‌تز ور سقاهه کزو به ختوان مال: کناب عبر تال ال جهازم جوزه معط 
چاپ ۰۱۳۶۰ یک فصل کامل را به رسم نمودار توابع اختصاص داده است که در میان انبوه مثال‌های حل شده 
آن می‌توان رسم نمودار توابع متناوب و توابع مثلئاتی را مثال زد. شکل ۷۰ را ببینید. 


۷۶ م. کیان 
شکل ۷۰: رسم نمودار توابع مثلثاتی در کتاب "جبر و آنالیز* سال چهارم متوسطه چاپ ۱۳۶۰ 


۱ 
مثاا ۲ تی. شب اد ۱ 13 
۳ تعیین جدول تغییر ات ورسم منحنی نمایش تابع: 5 زو در فاصله 
[* ,*-] 
دورة تناوب‌تابع ۲2 است. تابع به‌ازای ریثه‌های- روم انفصالی‌است بنا براین 4 یو و 


دح بو مجانبهای قائم منحنی می‌باشند. 


۰ ۴ 4 1 ۵7 
تا بع دراین فاصله به‌ازای مقادیر و و ۹ ععین و پیوسته است: 


# ۰ 1 
سس و 6 ۳ 
۲ ِ ۲ ِ 


: 1-۰ ۰ ی ۲ 
۱(۲- وهو۲) ۳ لا 


۴ فصل پیشنهادی: انتگرال 
باید گفت یکی از بزرگترین انتقاداتی که به ویرایش جدید کتاب وارد است» حذف مبحث انتگرال است. 
این در حالی است که کتاب سال ۱۳۹۴ در دوره پیش دانشگاهی شامل ۴۰ صفحه محتوا در مورد انتگرال 
بوده است! کتاب اشاره شده انتگرال را با مطالعه مساحت به عنوان حد مجموع آموزش داده است. آموزش 
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انتگرال معین و ویژگی‌های ابتدایی آن از مهمترین اهداف کتاب مذکور می‌باشد. به علاوه قضیه اساسی حساب 
دیفرانسیل و انتگرال و همچنین معرفی انتگرال نامعین و برخی فرمول‌های آن نیز در اين کتاب آمده است. 

با توجه به اينکه دانش آموز در فصل‌های قبلی مفهوم مشتق توابع را فرآگرفته است و فرمول‌های 
مشتق‌گیری را می‌داند. می‌توان مفهوم انتگرال را به عنوان عکس عمل مشتق‌گیری» یعنی همان پاد مشتق 
و انتگرال نامعین در کتاب گنجاند» بدون آنکه بیمی از زیاد شدن حجم مطالب کتاب داشته باشیم. 


در ادامه محتوای مختصری زاجم این مطلب پیشنهادی ارائه می‌دهیم. 


۵ انتگرال 


در فصل‌های گذشته با عمل مشتق‌گیری آشنا شدیم. یعنی عملی که ما را از یک تابع مانند 7 به مشتق آن 
بعش گمی‌وساندد و این فصل یه دنبال سکن شمل مشق گیری تین افرص تک قنم )۶ فاده ده 
باشد. به دنبال تایعی مانند ()۳] هستیم به طوری که  )(‏ () 3۳. اگر چنین تابعی موجود باشده آنا 
یک پادمشتق تاع ‏ می‌نمیم. دقت کنید که اگر (:), > (:) 7 آنگه برای هر عدد ثایت مانند نز دایم 
()[ < ()۲ 2 ۲ + ()۳). بنابراین اگر (2) 7 یک پادمشتق ()/ باشد. انگاه برای هر عدد ثابت 
مانند » تابع » + (7)2 نیز یک پاد مشتق (:)/ است. 

۰۱ می‌دانيم مشتق تابع 2 برابر است با 22 < . بنابراین تابع ( ۱9 ایک بان مشتی 
تابع :22 < (7)2 می باشد. همچنین. برای هر عدد ثابت مانند » تابع » + 77 نیز یک پاد مشتق تابع 
ک | ۵ ام ‌باشد: 

۲ مشتق تابع ‏ طه برابر است با 609 < 1 بنابراین برای هر عدد ثابت مانند » تابع < () 
» + 5102 یک پاد مشتق تابع 605 < () ] است. 

مجموعه همه پاد مشتق‌های تابع (2)] را انتگرال نامعین ‏ می‌نامیم و با نماد :7)2:(42 | نشان می‌دهیم. 
بنابراین جواب یک انتگرال نامعین دسته‌ای از توابع است که در یک عدد ثابت اختلاف دارند. بنابراین 
می‌نویسیم 

+ ()۳ << :012 ۶۵ | 
در این نمایش. (:2) را انتگرالده و 02 را المان انتگرال‌گیری می‌نامیم. المان انتگرال‌گیری نشان می‌دهد که 
بر حسب چه متغیری انتگرال می‌گيريم. دقت کنید که (2) / یک پاد مشتق دلخواه از تابع ‏ است. به عبارت 
دیگر. برای یافتن انتگرال نامعین تابع , کافی است یک پاد مشتق دلخواه از آن را بیابیم. 
با استفاده از فرمول مشتق توابع که در فصل های گذشته بیان شده است» فرمول های انتگرال زیر بلافاصله 


نتیجه می شود: 


۷۸ م. کیان 


فضیه ۰۱۰۵ 


1 


1 
ی + ۳۷1و < وول رو 
1 + ۲ 


6۵8 202 < 519 27 1 


0 09ج 2 تست | (2 


3( 


همچنین, با استفاده از خواص مشتق که در صفحه ٩۴‏ آمده است خواص زیر برای انتگرال بلافاصله نتیجه 
می‌شود: 


قضیه ۰۲۰۵ فر ضکنید (:2)] و (0)و دوتابع باشن د که دارای انتگرال نامعین هستند و فر ضکنیم» عددی 


ثابت باشد. در اینصورت 
(قو | عه (ع۶ | > عف((هاو ط (ه) | (۱ 
3 / ۱[ / )2 


باید اشاره کنیم که متاسفانه به دلیل اينکه مشتق بسیاری از توابع اساسی در کتاب حاضر حذف شده است» 
انتگرال نامعین اين توابع نیز قابل بیان نیست. 
سپاس‌گزاری 
این طرح حاصل پژوهشی است که نویسنده در قالب فرصت مطالعاتی در" گروه پژوهشی ریاضی طوسی*" 
دربهار ۱۳۰۵ تفت ظارت آفای دک مخیدصال مساعیان گذرانده است: پریستله از ایکان که مشاه 
موضوع پژوهش. فراهم آوردن منابع و کتاب‌های مورد بررسی و نظارت بر محتوای پژوهش را بر عهده داشته‌اند. 


قدردانی می‌نمأید. به علاوه نویسنده از اقای امین روشنی» دییر ریاضی اداره ۳ و پرورش تبادکان» به 


وک 
[۱] حسابان (۱) - پایه یازدهم دوره دوم متوسطه ۰۱۱۱۳۱۴ سازمان پژوهش و برنامه ریزی آموزشی وزارت آموزش و پرورش؛ 
[۲] حسابان (۲) - پایه دوازدهم دوره دوم متوسطه ۰۱۱۳۲۲۱۴ سازمان پژوهش و برنامه ریزی آموزشی وزارت آموزش و پرورش؛ 


شرکت چاپ و نشر کتابهای درسی ایران. چاپ سوم ۰۱۳۹۹ 
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[۳] حسابان (ک دکتاب ۲۵۸/۱)» سازمان پژوهش و برنامه ریزی آموزشی وزارت آموزش و پرورش. شرکت چاپ و نشر کتاب های 
درسی ایران. چاپ چهارم. ۰۱۳۹۲ 

[۴] حساب دیفرانسیل و انتگرال دوره پیش دانشگاهی (ک دکتاب ۰)۲۹۵/۱ سازمان پژوهش و برنامه ریزی آموزشی وزارت آموزش 
و پرورش. شرکت چاپ و نشر کتاب های درسی ایران. چاپ چهارم ۰۱۳۹۳ 

[۵] حساب و جبر- سال سو مآموزش متوسطه عمومی رشته ریاضی و فیزیک» سازمان کتاب های درسی ایران» چاپخانه داورپناه 
۱۳۵۵ 

[۶] جبر وآنالیز سال چهار مآموزش متوسطه عمومی رشته ریاضی و فیزیک سازمان پژوهش و برنامه ریزی آموزشی وزارت آموزش 
و پرورش. چاپخانه مطبوعات ۰۱۳۶۰ 

[۷] جبر وآنالیز | و ۰۲ سال چهار مآموزش متوسطه عمومی رشته ریاضی و فیزیک, سازمان کتاب های درسی ایران» شرکت چاپ 
آقبت کلقن:» ۱۲۵۶ 

[۸] ریاضی (۲) - پایه یازدهم دوره دوم متوسطه رشته علوم تجربی ۰۱۱۱۲۱۱ سازمان پژوهش و برنامه ریزی آموزشی وزارت 
آموزش و پرورش. شرکت چاپ و نشر کتاب های درسی ایران» چاپ اول, ۰۱۳۹۶ 

]٩[‏ ریاضی (۳) - پایه دوازدهم دوره دوم متوسطه رشته علوم تجربی ۰۱۱۳۲۱۱ سازمان پژوهش و برنامه ریزی آموزشی وزارت 
آموزش و پرورش. شرکت چاپ و نشر کتاب های درسی ایران. چاپ سوم ۰۱۳۹۹ 

[۱۰] ز. تالانی» تغییرات سه ده هگذشته در نظام اموزشی ایران خبرآنلاین 1/06۱۷5/۳۳۴۷۷۲۲.عصنلجمندطه۰۱ ۱۷۷ ۱۵۵5://۷ظ۰ 
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مساله اين است. نشریه ریاضی و حامعه. 20(],10.22108/۳0501.2021.130621.1470]. 
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